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Variaveis aleatérias

Variaveis aleatorias

Definicdo 1 (Variavel Aleatoria (v.a.)):

Uma funcéo reak (-) definida no espacgo de probabilidadeé dita uma variavel
aleatoria (v.a.) se para todo nimere R, a inequacéo

Xw)<z

representa um conjunto (eventos) cuja probabilidade de ocorréncia é definida.

B Variaveis aleatérias continuas

e Funcéo de distribuicadf'x (z) = Pr{X (w) < z}

e Propriedades d€x (z):
Monotbnica ndo-drescente: 8e < xo, entéo{ X (w) < z1} C {X(w) < 22} €
assim
Fx(z1) < Fx(2)
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Tem-se ainda que

lim Fy(z) = 0
lim Fx(z) = 1
r—00

Sex; < zgentdo{ X (w) < 22} = {X(w) < x1}U {21 < X(w) < 22}, que
séo conjuntos dijuntos. Assim

Pr{X(w) < o} = Pr{X(w) < a1} + Pr{z; < X(w) < x2}
levando a
Pr{z; < X(w) <23} = Pr{X(w) <zo} —Pr{X(w) <z }.

e Funcgéo de Densidade de Probabilidade (FDP):

_ de(I)

px () dx
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ComoF'x(x) € monotdnica ndo-drescente, entddz) > 0.

E ainda .
Fx(x) = /_ px(€)de
com o
Fx(o0) = [ pxl€)ds =1

Tem-se ainda que
px(—0) = px(o0) = 0.

Considerando o intervalo < X (w) < z + Az, tem-se

r+Ax

Pre < X(@)<a+ash= [ px(e

~ px(x)Az Q)
seAz suficientemente pequeno.
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Caracterizacao de variaveis aleatorias
B Expectancia (esperanca, média ou primeiro momento)
e Caso continuo:
BX@) = [ apx(e)ds (@)
e Caso discreto:
E{X(w)} =) _&mx(§) (5)

£eqQ

e Propriedades:

— Sey = f(x) com f(-) sendo uma fungé&o escalar monotdnica no intervalo

r1 <z < x9. TEeM-se que

Pr{y; <y <wyo} =Pr{z; < <o}

(6)
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Variaveis aleatorias

m Variaveis aleatérias discretas (nUmero contavel de valores)

e Funcgdo de massaxx(x) > 0 tal que

Fx(z) = Pr{X(w) <z} 2)
= > mx(§) ®)
{<z
m,(x)
t .
ST R I T
N
L [ R R > x
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A partir de entédo, pode-se demonstrar que

-1

_ d
() =px(f' W) |5 @)
Tlo=f-1(y)
Assim o o
By = [ uvliay= [ f@px(@)ds (®)
— SendoX = ¢, come sendo uma constante, ou seig,(z) = d(z — ¢), entdo
E{X}=c.
— SendoY =a-¢1(X) + b- g2(X), coma eb sendo constantes, entdo
E{Y} =a-E{gi(X)} +b- E{g2(X)} )
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Caracterizacao de variaveis aleatorias

® n-ésimo momento (momento de ordem
Je'e]

E{X"}:/ 2"px(x)dzx

—00

B n-ésimo momento central (momento central de oradgm
EAX - B} = [ o= BX) px(a)do

— 00

Caso especial: para= 2 0 momento central € chamado de variancia

var{X}

E{(X - E{X})*}
B{X?} - B{X}?
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Sepx (x) for monomodal e simétrica com relacdo a mékiaX }, entdo
med{X} =mod{X} = E{X}.
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Define-se também{ X} = \/var{X} como desvio padréo da v.A..

m Mediana )

med{X} = arg,  Fx{Tmed} = 5

B Moda: méaximos locais da FDFx (), ou sejanod{ X } deve satisfazer a ambas as
relagbes abaixo:

Opx(x) _ 0
O z=mod{X}

Ppx(x) < 0
Oa? z=mod{X}

Sepx (z) tiver apenas uma moda, diz-se que elagnomodalUma FDP com
duas ou mais modas é ditaultimodal
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Distribuicdes unidimensionais discretas

m Distribuicdo de Bernoulli

Nesta distribuicd®? = {0, 1} representa a ocorréncia ou ndo de um evento. A
funcdo de massa é dada por

mx(z) :{ 1;710’ iz(l) (10)

em quep é a probabilidade de ocorréncia do evente=(1).

m Distribuig&o Binomial

Uma v.a.Y” com distribui¢do Binomial representa a somaudea.s X, de
Bernoulli com parametrp

Y = zn: Xp. (11)
k=1

Estimagé&o e Filtragem Estocastica - Prof. Geovany A. Borges 11



Sendo assinf) = {0,1,2,...,n} e

com

Usada na contagem de eventos.

m Distribuigdo Uniforme:

Uma v.a. discreta uniform& possui espaco amost@l= {a,a +1,...,b—

tal queb > a s@o parametros que definem um intervalo e

1
k=a,...,b
k)= b—atl® A
mX( ) { 0, caso contrario.

Usada quando os elementos{déorem equiprovaveis.

1,b}
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m Distribuicdo Normal (ou Gaussiana)

12

Umav.a.X de distribuigdo Gaussiana com parametr@ss? possui2 = % e FDP

1 1(z — p)?
Px(e) = s P [_5(072/”} ’
Notagdo:X ~ N(u,c?)
Tem-se ainda que
E{X} = n,
E{(X - E{X})?} = o%

A funcéo de distribuicdo d& é dada por

gt [ [ 4587 0 (22

(15)

Estimacao e Filtragem Estocastica - Prof. Geovany A. Borges

14

Distribui¢cdes unidimensionais continuas

m Distribuicdo Uniforme

Uma v.a.X de distribuicao uniforme com parametiios a possuiQ =

FDP
() = ﬁ, a<x<b
PXWE)I=3 "0, caso contrério.
Notagdo:X ~ U(a,b).

Tem-se ainda que

0, zxz<a
Fx(z) = e a<z<b
1, x>0
b—a

B{X}

[a,b] €

(12)

(13)

(14)
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em qued () é denominada de fungdo de Gauss sendo dada por

o= [ o[-

Deve ser observado que ser@px) = Fx(oo) = 1, entdo

/:exp {_“ﬂ dv = /2 - G(oo) = V2m

13

e Interpretacdo grafica da FDP: monomodal e simétrica com relagdo a média.

4 Pyl
1

(2na)”?

B T X
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Exemplo 1 (Transformacé&o afim de uma v.a. Gaussiana):

SeX ~ N(uy,o%), qual seria a distribuigdo da VE. = a X + b, sendm # 0 e
b constantes reais? Solugéo: aplicar a eq. (7).

Distribui¢cdes unidimensionais continuas

m Distribuigdoy? (Qui-quadrado com graus de liberdade)

Uma v.a.X de distribuicdoy? com pardmetra > 1 inteiro possuf) = [0, 00) e
FDP

n/2—1
px(@) = { TG OP(=2/2), @ =0 (16)
0 caso contrario

com i
I'(u) = / 2% Vexp(—z)dz,
0

u > 0, sendo fungdo Gama. Esta funcé@o possui as seguintes propriedades:
MNu)=(u—1)I(u—1) = (u—1)!

sew € uminteiro e'(1/2) = /7.
Notagdo:X ~ x2
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Tem-se ainda que

E{X}
var{X} = 2n

n

Exemplo 2 (Transformac&o quadréatica de uma v.a. Gaussiana):

SeV ~ N(0,1), é umav.a. de distribuicdo normal, entd= V2 é uma v.a. de
distribuicoy?.
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Variaveis aleatorias de distribuicdo conjunta

B Seasv.a.«, Xs,..., X, estdo definidas no mesmo esp&;@ntdo elas sdo

ditas de distribuicdo conjunta com distribuicdo dada por

Fx, xp,..x, (@1, 22, ... xn) =Pr{X; <z, X5 <xp,..., X, <z}

T Tn
=/ / / DPX1,Xay, X (U1, Uz, - o o Uy )durdug - - - duy,
— 00 — 00 — 00

COmel’szm_Xn(rl, X, . .. ,xn) sendo a FDP Conjllnta tal que
67L-ZX X X (£E1 ) xT )
— 1,225 An ? P R
PXi,Xo9,.., Xp\T1,T2,...,T =
15825005 n( 5 ’ ) n) 31‘1 2y O, (|7)

B Propriedades d€'x, x,... x,(z1,Z2,...,Zy):

FX1,.<.,Xi,.<.,Xn(-7517 ey, Xy = —00, ... ,J)n) =0
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uma vez quér{X; < —oco} = 0.

Fx, .. x,(—00,...,—00) =0
Fx,,..x,(00,...,00) =1

pX1,X2,“..,Xn(x17 T2y e-- 7{[71) 2 0

PI‘{.’EG<X1 thXQSan'”aXngxn}:

FX1,X2,...,X”(I1)7 L2y en - 71:") - FX1,X2,...,XV,,,(:L,G,5 T2y .-, l‘n)

Pr{zi < Xi <az1+Axy,..., 2, < X, <z + Ay} &

DXy, X Xn (X1, T2, .o @) - Ay - Ay,

Variaveis aleatorias de distribuicdo conjunta
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B Expectancia marginal{ X}, com1 < k < n: partindo de

E{Xk} = /OO T 'pXk(xk)d-Tk

— 00

Com

px(aR) = —— = aTBkFXL...A,)(k_l,xk,)(,ﬁl,..A,xn(oo7 ey T, 00)

dl‘k

o) o0

:/ "'/ le,...,Xk,1,Xk,Xk+1,...,X7,,(u17'"7uk—17Ik7uk+17"'7un)x
—00 —00

duy,...,dug—1,dugy1, ..., duy,

B Funcéo de distribuicdo conjunta de um subconjunto de v.a.s: senrda

FXl-,“-va(xl’ tee ,.Tm) = FX17~-'7XWL#-~-1X77,(x1’ sy Tmy OO, Ly OO)
1 Tm o} o
:/ / / / DX Xy X (U1, U2y - s U )dug dity - - du,
—0o0 —o00,J —oo —o0
——
m
n

Fx,,. .xn.(x1,...,2,) € chamada de distribuicAo marginal das 2&s. . ., X,,.
Sen = 2, entdo tem-se uma distribuicdo Bivariavel

Sen > 2, entdo tem-se uma distribuicdo Multivariavel
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Portanto

BE{Xy} =

o0 oo
/ / Tl * DXy X oo Xt (UL« oy Ty o+ o5 U)o AT, o Uy
—00 — 00

o0 oo
= / / uk'pxl,...,Xn(ul7"'7un)du17"'7dun
J =00 — 00

B Independéncia: duas v.a.s de distribuicao conjufita X ;, i # j, sdo ditas
independentes se os even{os; < z;} e {X; < z,} forem indepentes. Isto leva a

Fx, x;(wi,75) = Fx,(2:)Fx () (18)

e em consequéncia

82in,xj($i7 :L‘j)

Y T px(zi)px,(;) (19)

pxi,Xj(LCi,,SUj) =
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Variaveis aleatorias de distribuicdo conjunta

Variaveis aleatorias de distribuicdo conjunta

Exemplo 3 (Distribuicdo conjunta bivariavel uniforme):

ConsideranddX eY v.a.s distribuidas conjuntamente tal que
1
———, hoespacd), Tx] x [0, Ty]
= TxTy
pxy (@:Y) { 0, caso contrario

determinar as densidades marginais\de Y e verificar se estas v.a.s séo
independentes.

Exercicio 1 (Independéncia de v.a.s Gaussianas):

ConsideranddX eY v.a.s gaussianas distribuidas conjuntamente tal que

18

determinar as condicdes necessarias para¥gad” sejam estatisticamente
independentes.

1
px,yv(z,y) = cexp {— [36x —y? — 922 — 36] }

B V.A.s mutuamente independentes: as V&.s: - - , X,, S840 mutuamente
independentes se
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Variaveis aleatorias de distribuicdo conjunta

n
FX1,~-,X71($17"' ,!L‘n) = HFX,('TZ) (20)
i=1
e em consequéncia
n
DXy X (T1,0 00 Tp) = Hle(lz) (21)
i=1
De forma similar,Xy, - -- , X; e X;11, -+ , X,, sS40 independentes se
PXxy,-- X X1, ,Xn(m17 Ly Lg1 v 7:1:71) -
Dxy, e x (X1, x) 'pX,;H,m,Xn(miJrl Cee L Tp)
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comeov{X;, X;} = var{X;}.

B Expectancia de uma fungéo aleat6ria multivariavel: sénde f (X1, -, X,),

entéo

E{Y}

/jo y-py(y)d,

/ / F@r e )X (@, - s an)day - dzf23)
— 00 J —00

I
S
s

(22) o{Xito{X;}

Intuitivamente, seov{X;, X;} # 0 existe alguma relagéo (linear ou n&o) entre
elas.

B Coeficiente de correlagéo:

cov{X;, X;}

,O(Xian) = (25)

tal que—1 < p(X;, X;) < 1.

m Covariancia: seX; e X, i # j, sdo duas v.a.s, define-se a covariancia entre elas

como

cov{X;, X,}

E{(Xi — E{Xi}) - (X; — E{X;})}
= E{Xi Xj} - B{X.}E{X;}

(24)
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Exemplo 4 (Covariancia de v.a.s independentes): Vetores de variaveis aleatorias

SeX; e X; sdo independentes, demonstrar que

B Um vetor aleatério é formado a partir de v.&'g, Xo, ..., X,, de distribuicdo
cov{X;, X;} = B{X;- X;} — E{X;}E{X,;} =0 (26) conjunta, e dado por
N . . X1
0 que significa queX; e X; séo ndo-correlacionadas e portanto X ’
X=|"7|=[X1 X -+ X,|
E{X;- X;} = BE{X:}E{X;} X,

simpificando a notagdo, a PDF associada é dada por

E aindap(X;, X;) = 0 sep{X;}p{X,} #0.
DX, X5, X0 (T1, T2y o, Tn) = px(X)

emquex =[ x; x2 - z, | éumvetoref px(x)dx =1

Observa-se quey (x) € um escalar. De forma similar

B{X}=[ B{X} E{Xs} - E{X,}]"
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W Matriz de covariancias d&' Vetores de variaveis aleatérias
Py = E{(X-E{X}) - (X-E{x})T}
Xq — E{Xl}
- £ Xy — E{X5} | [o]” m Distribuicdo Gaussiana Multivariada
Xn - E{Xn} 1 1
px(x) = ST i3 OXP {—f(x — E{X})T P (x — E{X})}
Portanto, (2m)7/2|P x |1/ 2 X
com|P x| sendo o determinande .
var{X1}  cov{Xy, Xo} -+ cov{Xy, Xp}
PX _ COU{)(.27X1} ’UU,T‘{IXQ} CO’U{XQ,Xn} ° Notagéo:X ~ N(E{X},Px)
: : - e Se 0s elementos d€ forem n&o-correlacionados, ou sejay{X;, X;} = 0,
cov{Xn, X1} cov{Xn, X2} var{Xn} i # j, entdo pode-se mostrar que

sendo simétrica uma vez quev{ X;, X;} = cov{ X}, X;} e positiva semidefinida
poisu”P xu > 0 para todou # 0.

n n 1 1(131 _E{X’L})Q
px(x) = ngi(xi) -1l (2m)2var{X,} 172 P {72 var{X:} }

i=1
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umavez quéP x| = []"_, var{X;} e

1
var{X1} 0 T 0
e i
; ; )
0 0 var{Xn}

Neste caso, com& ¢ formado por elementos independentes e de mesma
distribuico (embora de diferentes parameftds\; } e var{X,}), diz-se queX

é formado por elementos i.i.d. (independentes e identicamente distribuidos).

e Pode-se verificar que, pafae b sendo contantes tais qdan{A} =m x n e
dim{b} = m x 1 e X sendo uma v.a. de distribuicdo multivariada, entdo a
transformacdao afin

Y =AX +b 27)
resulta em
E{Y} = AE{X}+b (28)
Py = APxAT (29)
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é2. Para verificar este resultado, considera-se a v.a.
_ p-1/2
U=P/*(X - E{X}) (32)

-1
tal queP '/* = (P;(l)l/2 = (Pﬁ(/z) ,umavez qué®y = P/*PY/% ¢

simétrica e positiva semidefinidalex/2 € sua matriz raiz-quadrada (também
simétrica). Pode-se verificar que

E{U} = 0
Py = 1,

significando que os elementosUeséo i.i.d. Gaussianos de média nula e
variancia unitaria. Por outro lad@, pode ser decomposta em

Q=U"U=> U} (33)

=1

que é a defini¢do de uma v.a. de distribuiggo
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No mais, seX € Gaussiana, entd0 também o sera. Para comprovar esta Ultime
afirmacéo, faz-se necessério determpnay ).

e Simulacdo de uma v.a. Gaussiana multivariavel: usando o resultado acima, st

X ~ N(0,1,,), comI, sendo a matriz identidade de dimensaentéo
Y ~ N(b, AAT). Isto significa que, se for desejado ob¥er N(E{Y'}, Py),
entdo basta escolher

b E{Y}, (30)
AAT = Py, (31)

Para determinar a matrix tal que eq.(31) seja resolvida, usa-se a fatoragdo de
Cholesky. Pela fatoragao de Cholesky, obtém-se a matriz triangular suRerior
tal quePy = RTR. Portanto, tem-sé = R7.

e Avariavel aleatoria

Q=(X-E{X})" P (X - E{X})
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e Afuncéo
q=(x-B{X})" Py (x - B{X})

€ comumente usada para testar a hipétese do xqiertencer a uma
distribuicdoN (E{X }, P x), considerada verdadeira se

g<xa(l—r)

com1 — r sendo o percentual da distribuicg. Geralmente escolhe-se
1 — 7 =0,95. Consultando a tabelg?, montada para valores de- r,
obtem-se [1]

(1—7r) = 0,95comn=1= x}(1—7r)=23,841
(1—r) = 0,95comn=2=x3(1—7r)=5991
(1—7r) = 0,95comn=3= x3(1—7r)="7,3815
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Vetores de variaveis aleatérias ndo considera as incertezas devido as distribuigdes.

Exemplo 5 (Casamento probabilistico de padrdes): Para toda < k < K, determinar a medida

Existe uma classe de problemas de reconhecimento de padrées que se apresentam ds
seguinte forma [2]. DispGe-se d¢ vetores de caracteristicasg, - - - ,xx, cada qual
assumido de distribuicdo Gaussiana de médi&;, } e matriz de covarianciay, .
Deseja-se verificar qual destes vetores corresponde (com maior probabilidade) a um
vetor de referéncig supostaV (E{Y }, Py ). Neste problema, encontrar a boa
correspondéncia significa determinar o p&y-+,y} tal que a distancia

@ = (ex — E{ex})" - P! - (e — E{ex})

que segueg?. E comum também assumir que a correpondéncia € verdadeira, e ass
E{Y} = E{X}}, resultando em

_ T -1
(probabilistica);- e y seja a menor. @ =y —xk)" - (Py+Px) - (y —xp)
Solugédo e neste caso, esta medida é chamada de Distancia de Mahalanobis.
Paratodd < k < K, determinar o vetor de diferenca O par{x;+,y} de menor distancia estatistica é aquele cujo indicsatisfaz a

€k =Y — Xk k™ = arg;, min g,

para o quaF{e,} = E{Y} — E{X,} eP., = Py + Px,. Pode-se observar que

e a correspondéncia sera aceitg;se< x2(1 —r).
\ /skTsk € a distancia euclidiana entyee x,.. No entanto, esta métrica de distancia
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Vetores de variaveis aleatorias e FDP conjunta: para um dado= [z, z5]"
1 1
o . o px(x) = 5 €XP | —54
m Distribuicio Gaussiana Bivariada 2mox,0x,\/1 = p
e Considera-se o0 caso de uma distribuicdo Gaussiana:cem: com
1 xr, — E{Xl} 2
T =
X = [Xl X2} 1 1—p2{< ox,
T
FE{X} = F{X E{X
{X} [ {2 1} B{Xa} | . <x1 fE{X1}> (:@ fE{Xg}) . (xgE{Xz})Q
Py = 0x, UX21X2 oXx, OX, TX,

0X1Xy OXx,
Fazenday, = (z1 — E{X1})/ox, €us = (z2 — E{X>})/0ox,, ¢ pode ser
em quecov{ Xy, X} = cov{Xs, X1} = ox,x, = pox,0x,- COmOP x é re-escrita como
simétrica, ela pode ser decomposta em

q= uTPJIU :1 — p2 {u? — 2U1U2p + ’U,%}
Py = elvlvlT + eQVQV;F )

em queu = [uy,us]” P, = [ ’(1) } )
come; eey sendo os autovalores @y e vie vy sendo seus autovetores. P
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e Representacao gréfica.
No planoz; x z2, uma forma de representar graficamente a distribuicao
bivariada € por meio da curva de nivel correspondentes a uma densidade
constante, ou sejax (x) =const. Isto implica em

1
QIW{U%—QUWQP-FU%} =c (34)

come sendo uma constante cujo significado ficara logo claro.
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Assim, no planac; x x5 tem-se abaixo um exemplo cour> 0.

CIxeE 5
Elng

Sl -Ned

€y

. ) .
SLS B TR, EMIENT L Sy,

Esta elipse é comumente chamada de “Elipse de inceytezaigma”, cujo
interior incorpora uma determinada porcentageda distribuicao dex .

Pode-se demonstrar que
1

pzlf\/g. (38)

No caso especial dgc = 3, tem-se a chamada elipse 3-sigma, que incorpora

p = 98,9981% da distribuicao deX.
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Dado quep| < 1, a eq. (34) corresponde a uma elipse com o0s seguintes
parametros:

— Centro:
E{X} = [B{X1}, E{Xx}]" (35)

— Angulo com relacéo ao eixe;:

1 2 ’
0 = — arctan (M)
2

O'Xl—O'X2

— Eixos principais iy (menor) er, (maior)

7’2 —_ co-gflo-gfg(l - p2) (36)
! 0%, c0s?(0) — 2po x,0x, sin(0) cos(0) + 0%, sin®(0)
7'2 _ CU§(10§(2(1 - p2) (37)
? 0%, sin®(0) + 2po x,0x, sin(0) cos(0) + 0%, cos?(0)
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Verifique vocé mesmo: se = 3, entdopx (x) =const. implica em uma
elipsodide.

Exemplo 6 (Elipse 3-sigma de uma distribuicdo gaussiana bivariada):

Simulagaogaussianabivariadarealizada considerandd{ X, } = 5, F{X.} =2e
diferentes valores dB x.
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Probabilidade condicional de variaveis aleatorias

B Considerandol e B eventos, a probabilidade condicional € dada por
Pr{AN B}
Pr{B}

Se associarmos estes eventos a variaveis aleaforéas de distribuicdo continua,
pode-se considerar

Pr{A|B} =

A={X <a}, B={y<Y <y+ Ay},

comAy > 0. Entéo, pode-se mostrar que

Fxpy(ely) = Jim PriX <azly <Y <y+ Ay} (39)

_ aFX7y(CE,y) /dFy(y) :ffOOPX,Y(u»?J)dU
Ay dy py (y) '
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B Expectancia condicional:

oo

B{X|y} 2 / wpxy (aly)de (43)

—0o0

ComoE{X|Y'} epx)y(z|y) séo funcBes da v.&, elas s&o portanto v.a.s.

H Propriedades:

pxjy(zly) > 0 (44)
Fxy(oely) = | pvlaldo =1 (45)
pxe) = [ pevwd= [ paviipd @)
—00 J—oco
= Ey{pxpy(zly)} (47)
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m FDP condicional

dFx )y (z[y)
dx
PX,Y(% Y)
Py (y)
px,v (%, y)
f_oooo px,y(z,y)dx

(1>

pX\Y(xly)

No caso discreto:
mX,Y(:L.a y)

T )

B Regra de Bayes para FDPs de variaveis aleatorias:

PY\X(?J|$)PX($)

pX|Y(I|?J) = py(y)

(40)

(41)

(42)
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(49)

(50)

B} = [ Caxte= [ [ pevtelipr i @9)
= [ | evsivtelaa] pytis = Br(pixITY)
B0V} = [ aWpavlelnis
= 90 [ pvGelyds = g(v)

comg(Y') sendo uma funcéo escalar, ou sgj&,) : R — R.

B Matriz de covariancias condicional

Pxjy = B{(X - B{X}) - (X - BE{X})"|Y}

(51)
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Probabilidade condicional de variaveis aleatorias

Exercicio 4 (Distribuicao bivariada gaussiana):

Exercicio 2 (Condicional de distribuicdo exponencial):
ConsidereX, Y v.a.s cuja distribuicdo conjunta seja

e Y

0

O0<z<y<oo
caso contrario °

pxy(z,y) = {

Determine: (i) a fdp marginal d&, (ii) a fdp condicional d&” dadoX = z e (iii)) a
esperanca e variancia tfedadoX = .
Exercicio 3 (Distribuicao bivariada gaussiana):

ConsidereX, Y v.a.s Gaussianas cuja distribuicao conjunta seja

Determinepy (y) epx |y (z]y). Sugestdo: complete os quadrados da fungéo
f(z,y) = (222 — 62y + 5y2) de forma a obtef (z,y) = g(z,y) + h(y).

(222 — 62y + 5y?)
2

1
—exp

pX,Y(xay) = o0

ConsidereX,Y vetores de v.a.s Gaussianas dos quais se obtém

Z=X+g).

em queg(.) € uma transformagéo n&o-linear. Determing, (z|y), E{Z|Y} e
E{(Z - E{Z|Y})(Z - E{Z|Y})T|Y'}.
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Estatistica amostral
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Esta estimativa € polarizada pdi{ P x} # P . Pode-se mostrar que

Estimac&o da média, matriz de covariancias e FDP de um&X\egpartir deM
amostra, - -+, Xaf.

m Média amostral:

1 M
X—M;Xi

Esta estimativa é ndo-polarizada péi§x} = F{X} e consistente uma vez que

Pz — 0comM — oc.

m Covariancia amostral:

SR I o VORI
PX—MZ(Xl X)(x; — X)

(52)

M

D e —)(x —%)"

i=1

1

Py —
S V|

(54)

€ uma estimativa nao polarizada (chamada de matriz de covariancias &mostra
ndo-polarizada).

B FDP a partir de histograma

e Caso escalar: dadas amostras - - , 27, obtém-se um histograma, que nada
mais € que um grafico do nimero de amostras pertencentes a intervalos. Os
intervalos possuem espacamentosiguais entre os limites
Tmin = Min(T1, -+, ) € Tmax = Max(xy, -+, L) :

s Tmax — A$7 Tmax-

ZTmin; Tmin + A.If, s Tmins " s Th—1, Tk, " *°

(53)

com o k-ésimo intervalo sendo dado fjef_1, x;[. Denomina-se.;, 0 nimero
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de amostras neste intervalo. Assim, tem-se que

'k
M
px(p—1)Ax

Pr{xk,l < X< .I'k} ~

Q

Portanto, pode-se obter uma estimativa para a PDF ;1) através de

px(Tgp—1) = VAL
Deve-se observar que esta &€ uma forma n&o paramétrica da.RRJ-

e Caso bivariavel: dadas amosteas - - - , x,7, Obtém-se um histograma
bidimensional, que é um gréafico do numero de amostras pertencentes a
intervalos em duas dimensfes. Os intervalos possuem espagamento
Ax = [Az;, Axo)T igual entre os limites g min = min(zq1, -+ ,Ta,nm) €
Zdmax = Max(Tq,1,- - ,Tq,m), Parad = 1,2 (no casaV = 2 é a dimenséo da
v.a. amostrada). O histograma é portanto um gréafico de contagens de amostras
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Funcdes de variaveis aleatorias

B Conceitos bésicos: sela= g(X) tal queg(X) : R* — R™ é um mapeamento de
dominioDx e imagem/y. O problema consiste em determinar a distribuica® de
a partir da distribuicéo d& .

X g (¥) Y

///—\\
>
w —

Este problema resolve-se a partir de

Pr{]y} == PI‘{CX}

em queC'y € o contra-dominio dg(X ), determinado a partir dB- e g~ 1(X)
(funcé@o inversa).
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inseridas nos intervalos bidimensionais

L j = [x1i-1, 014X [T2, -1, T2 j]

para os quaise j os indices do intervalo nas dimensdes2, respectivamente.
Denomina—sez;ij 0 numero de amostras em cada internvalp Assim, tem-se
que

n I
M

Pr{{zi r-1

IN

Xy <ziph{rop-1 < Xo<wopt}w

px(xij = [ z1-1 w2,-1 |7 Az Azy

R

Portanto, pode-se obter uma estimativa para a PDp»gfR;;) através de

NI,

Px5) = 3R g Axy

e Caso multi-variavel: extenséo pakavariaveis a partir do caso bivariavel.
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Exemplo 7 (Transformagc&o linear):

Considere&y” = aX + b coma, b constantes, & eY v.a.s unidimensionais. Sendo
esta funcdo monotdnica, pode-se verificar que

Fx(y;b) ,a>0 px(%)é ,a>0
Fy(y) =4 1-Fx(£2) a<0  pyy) =9 -px(E9)L Ja<0
1(y —b) ,a=0 o(y —b) ,a=0

em quel(u) é a fungdo degrau em= 0, ej(u) é a funglo impulso em = 0. Se
a # 0, py (y) pode ser escrito como

y—>b, 1
o Tl

py(y) = px(

gue é o mesmo resultado obtido pela eq. (7).
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Exemplo 8 (Transformacéo quadratica):

Considerey = X2 comX eY v.a.s unidimensionais. Pode-se verificar que

somente existe pad > 0. Neste caso,

Iy ={0Y <yl=Cx={-Vy< X <y}

Portanto,

R e

, caso contrario.

75 PX(VO) +px(=vp)] .y 20

, caso contrario.
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B Determinacgédo direta da FDP

56

e Caso vetorial cong(X) monotonicag(X) : " — R". (atencdoX eY sdo

de mesma dimenséo)

py(y) =

H(y)) [det(37)]

(
(¥)) 57)

|det(J)]

comdet(J~!) = 1/ det(J) e J sendo a Jacobiana da transformagao, de

dimensam x n, dada por
991(x)
Bxl

Agn(x)
oz

Ogl(x)
Tn
: (58)
agrz(x)
zn | x=g=1(y)

Estimacao e Filtragem Estocastica - Prof. Geovany A. Borges

58

B Determinacao direta da FDP

e Caso escalag—1(Y) pode ter um ou mais mapeamentos.

px (1) px(@n)
p = ot 55
YW= gl T T g (%9
R L dg(w) |
= ;pxw & |, (56)
emquery, - - -, z, SA0 as solugdes para a variavamg=1(y) = .

Exercicio 5 (Transformacao escalar raiz-quadrada):

Considere” = X'/2 comX eY v.a.s unidimensionais. Sendd~ N (u,0%) com
parametrog: e o2 tais quePr{X < 0} ~ 0. Determinapy (y).
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em que as func¢deg(x) sdo obtidas dg(x)

91(x)
g(x) = : : (59)
gn(X)

Exemplo 9 (Converséo coordenadas cartesianas em coordenadas polares):
Considere um ponto P de coordenadas cartesignag) tal queX ~ N(zg,0?) e

Y ~ N(yo,0?) séo independentes. Determinar a fdp conjunta das coordenadas
polares de P. Quais as distribuicdes marginais de tais coordenadas?
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Propagacéao de incertezas

m Definicdo do problema: determinar a média e a matriz de covariancias da v.a.
Y =g(X)

em queX é uma v.a. de médiB{ X} e matriz de covariancid®x. Nesse caso,
g(X) : R — R! em que n&o necessariamehte n.

B Solucdo fechada pagg X) = AX + b:

E{Y} AE{X}+Db
Py = AP AT

Observa-se que nada é necessario ser afirmado sobre a distribul¢amdke X .
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e Aproximacdo de primeira ordem (lineariza¢éo):
Seg(x) for sufientemente suave em torno do suporte da distribuic@o, de
pode-se mostrar que sendogaussianoy” sera aproximadamente gaussiano.
Para demonstrar isto, conseidera-se a seguinte parametrizacdo de
X ~NE{X},Px}:

X = B{X} + Ax

comAyx ~ N(0,Px}. Por expanséo em série de Taylor, truncada em primeira
ordem,

Y = B{Y}+Ay=
dg(u)
du u=E{X}

g(E{X} + Ax) = g(B{X}) + Ax

Entdo,Y é aproximadamente obtido por uma transofmacéao afim sobre a v.a.
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Propagacéo de incertezas

B Aproximac0es parg(X) sendo uma funcéo néo-linear

e Simulacdo de Monte Carlo:
Gera-seS amostragx; }7_,, das quais obtém-se = g(x;). Assim, estimativas
para a média e matriz de covarianciasvdedo dadas por

S
1
Viry=5 ; y (60)
1 S
~P. - S YA
Py~Py=2— ;(yz V) (yi—7¥) (61)
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gaussiana\ y. Pode-se entao obter

E{Y} ~ g(BE{X})

T
p, ~ (78w p. P8
u=E{X} du u=E{X}
e Propagacéo implicita:

ou
Técnica proposta em [3] para estimacgéo de matriz de covariancias de pagme
estimados por minimizacéo de funcéo de custo. A ser detalhado mais a frente
curso.
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e Unscented TransforrfJT):

Forma simplificada da simula¢é@o de Monte Carlo em que sdo geradas amostras

consideradas relevantes de
Em suma, de acordo com [4], gera$e- 2n + 1 amostragx;}5 - (ou
também denominados de pontos-sigma) segundo as regras abaixo:

E{X}, para; = 0

x; = E{X}Jr(\/m)_ parai = 1,...,n

E{X}—( 4 PX)' parai =n+1,...,2n

1—wq

em que(-), € um operador que corresponde a i-ésima coluna da matriz
argumento. Deve ser observado qué a raiz quadrada matricial, sendo que em
alguns casos usa-se também a decomposicédo de Cholesky.
Associado a cada ponto-sigma tem-se um pese 1;—:0 parai # 0, ewy € um
parametro de entrada. Supondo-se que a distribuicdd slgja Gaussiana, de

1

acordo com [4] recomenda-sg = 3.
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Geracao de numeros aleatoérios

B Gerador de nimeros aleatdrios: algoritmo que gera amostras
L1, T2y T3y -
de umav.aX a partir depx ou deFy.

B Geradores de distribuic6es uniformes

e Férmula genérica de geradores lineares congluentes:
x; = (a-x;—1+b)mod(K + 1)

que gera numeros com as seguintes propriedades:
I. Valores gerados entfee K.
Il. K € um namero primo muito grande
Ill. z; € uma sequéncia periodica, com periodicidage< K
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A partir dos ponto-sigma obtém-ge = g(x;). As estimativas para a média e
matriz de covariancias de€ sao dadas por

S—1
E{Y}~y= Z Wiy (62)
=0
sl
Py =Py =) wilyi-9)(yi—-9)" (63)
i=0

Exemplo 10 (Propagacéo em um caso de distribuigdo gaussiana bivariada):

Simulacaqoropagacadncertezagpara avaliar a escolha entre raiz quadrada
matricial e decomposicédo de Cholesky na propagacéo pela UT com diferente:
valores deP x.
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IV. xo € chamado de semente do gerador
V. a, b e K devem ser bem escolhidos
e Alguns geradores:
— Park & Miller:
a=7  b=0 K=2%-2

— Gerador conk ~ 239
a = 1103515245 b= 12345 K=2%2_-1

— GeradorU (0, 1):

_fa-xi1+b
xz—< il )mod(l)

de onde verifica-se que os geradores funcionam se a sequiéncia discreta
a b

K1 g

T; =

for instavel.
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B Geradores de distribuigbes ndo-uniformes

e Método da inversa generalizada
SendoF’x (x) uma funcéo de distribuicéo, define-se a inversa generalizada como
sendo

Fi(u) = inf {z; Fx(x) > u}

Portanto, para se obter uma amostraa distribuicdaF’y, utiliza-se o seguinte
algoritmo:
I. Gera-seu ~ U(0,1)
Il. Obtem-se uma amostrg = Fy ' (u)
e Gerador normal usando o teorema do limite central
Pelo teorema do limite central, a soma

m
Y=>X;
i=1

com o0sX; sendo i.i.d., tende a uma distribuicdo Gaussiana quande co. A
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e Método da mistura
Se a FDP deX puder ser escrita sob a forma

px(z) = Zwim(ﬂf)

comp;(z) sendo FDP da qual pode-se gerar amostras e

m
E Wi = 1
i=1

de foma a satisfazéry (co) = 1. De posse deste modelo, uma amostra de
px (z) é obtida da distribuicap;(«) com probabilidadey;. Ou seja, segue-se o
seguinte algoritmo
I. Gera-seu ~ U(0,1)
Il. Determina-se o indicg que satisfaz a

Si—c1 Su<s;
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média e variancia d¥ sdo dados por

E{Y} Y = Zm:E{Xi}

m
2 2
Oy = E X,
i=1

E{(Y - E{Y})?}

SendoX; ~ U(0,1), obtém-s&” = m/2 e 02 = m/12. Comm — oo, pelo
teorema do limite central obtém-se

Y ~ N2
212

Assim, se for de interesse getér~ N (0, 1) basta fazer

(v —m/2)

v/m/12

que se torna facil de resolver se= 12.
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com ‘
i
S; = Z Wj
j=1

Ill. Como resultado, obtém-se uma amostrade)

69

N&o seria a mesma coisa se fossem geragdesp;(xz) e a amostra final dada

por> ", wix?
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e Método da amostragem por rejeigdo (rejection sampling)
Considera-se o caso @& (-) ser uma fdp da qual se deseja obter amostras. Seja
pa(+) uma fdp auxiliar da qual obtém-se amostras mais facilmente, e uma
constanteV/ tal que

px(x) < Mpy(x)

Por exemplo, sende; gaussiana @, uniforme:

M;ps(x)

\j
=
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Observa-se que as éreas sobre as curvas se relacionam por

Area{]ﬂlpl(:ﬂ)}
Area{px(m)}
Algoritmo de amostragem:

I. Gera-ser ~ paeu~U(0,1)
II. Se

=M

px(z)

Mpa(z) —

entdox deve ser aceito como amostrazgde(-). Caso contrario, retornar ao

passo 1.

Exemplo 11 (Simulagdo de nimeros aleatorios):
Ver simulagdgeradoresaleatorios
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