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Introducao

B Modelos de processo

e Modelo em espaco de estados (continuo)
dx(t) = A(t)X(t)-dt+B(t)u(t)-dt+ dvc(t) (1)
y(t) = C(Ox(t)+elt) (2)
e Modelo em espaco de estados (discreto)
X(k4+1) = Fk)x(k)+G(k)u(k)+v(k) (3)
y(k) = C(k)x(k) +-e(k) (4)
com v(k) e e(k) sendo processos Gaussianos com média nula e

E{v(kv' (K} = Ru(k), E{e(kje'(k)} =Re(k), Efe(k)v'(K)}=Rev(k)
E{x(0)} = X0, E{X(0)x'(0)} =Ry,



Introducao

B Objetivos de controle

e Abordagem controle polinomial: Alocacao dos poélos e zeros (SISO)

u (k)

Controlador

R(q)u(k) = T(q)u (k) — S(q)y(k)

Processo

_________________________________

_________________________________

(k)




Introducao

B Objetivos de controle

e Abordagem controle 6timo: Critério de custo (MIMO, variante no tempo)
e Critério (continuo)

J = E{/NT Qlcx —|—2X ( )QlZCU(t)—|—UT(t)Q20U(t)]dt
XT(NT)QoeX(NT)} (5)

com Qqc, Q1c € Qo sSendo matrizes simetricas e definidas positivas. Q12 Nao
precisa das mesmas exigéncias.



Introducao

B Objetivos de controle

e Critério (discreto)

E{Z
X" (N)Qox(N)}

com

J

Q1

Q12

J
J
J

K)QuX(K) + 2XT (K)Qs2u(K) +

(k+1)T

T

FTQ.F ds

(k+1)T

T

FT[Q1G + Q1 ds

(k+1)T

T

u' (k)Qau(k)]

[GTQ1CG+ZGTQ12C + QZC} ds

(6)

(7)
(8)

)



Introducao

B Simplificacdo do critério

Usando i = u+MTx, com M = Q,;,Q, %, o sistema discreto se torna

x(k+1) = FK)x(K)+GK)U(K)+v(Kk) (10)
y(k) = C(k)x(k)+e(k) (11)

com F(k) = F(k) —G(kMT.

O critério se transforma em
J=E{ z K)Qux(K) + T (K)Q20i(K)] +XT (N)Qox(N)} (12)

com Q; = Q; — Q1:Q, QL.



Controle linear quadratico

m Objetivo de controle: determinar u*(k) tal que

u*(k) =arg lTki)n J

sendo u(k) = —L (k)x(k).

m Critério modificado (caso deterministico)

J = E{Z )Qux() + T (K)Q20i(K)] 4+ XT (N)Qox(N)
AT (k+ 1) [—x(k+ 1) + F(K)x(K)+G(K)T(k)]} (13)

com A sendo multiplicadores de Lagrange.



Controle linear quadratico

B Condicoes de otimalidade

Sendo J uma funcéo quadratica positiva, 0 minimo se caracteriza por

0J’ 0J 0
KO AR AkED)

0J' N . . N
XK X' (K)Q1—A (K)+A (k+1)F=0(sek#N)  (14)
— XT(N)QO_)\T(N) =0 (se k=N) (15)

0J' N )

ON(K+ 1) = —X(k+1)+Fx(k)+Gii(k) =0 (16)
o = 0" (K)Q2+A' (k+1)G =0 (17)



Controle linear quadratico

B Derivacao da lei de controle

Da eq. (14) tem-se

bem como de (

AK) = Qx(K) + FTA(k+1) (18)

15| estabelece-se a condicao final de A:

A(N) = Qox(N) (19)

implicando que A(k+ 1) =0 para k> N, ou seja, o controle ndo se interessa
pelo que ocorre depois do horizonte de tempo.

Da equacao

ou ainda

17

. obtem-se

0" (k)= A" (k+1)GQ,?

(k)= —Q,'G"A(k+1) (20)



Controle linear quadratico

m Derivacao da lei de controle

Da equacao (18), extrai-se

~ ~

AK+1) =F TA(k) — F TQx(K) (21)

Para este problema, dispde-se de x(0) e {i(0), mas nada se sabe de A(0),
estando apenas a condicao final definida por (19). Este € conhecido como
problema de dois valores, que pode ser simplificado se for definida uma
matriz S(k) tal que

A(K) = S(k)x(k). (22)
Aplicando esta relacao na eq. (20), resulta em
Quli(k) = —G'A(k+1)
= —G'S(k+1)x(k+1)

—  _G'S(k+ 1) {Fx(K)+Gi(k)}



Controle linear quadratico

B Derivacao da lei de controle

Reorganizando os termos desta equacao resulta em

(k) = {Q2+G'S(k+1)G} 1GTS(k+ 1)Fx(K)

gue € uma lei de controle da forma

com

L ()

Portanto, para se calcular a lei de controle

S(k+1). Aplicando A(K)

S(k)x(Kk)

U(k) = —L (K)x(Kk) (23)
={Q,+G"S(k+1)G} 1GTS(k+1)F (24)
23), € preciso determinar
= S(k)x(k) a eq. (18),
TS(k+ 1)x(k+1) + Qux(Kk) (25)

FTS(k+ 1){Fx(k)+Gii(k)} + Qix(k) (26)

10



Controle linear quadratico

B Derivacao da lei de controle
Como b(k) = —L (k)x(k),

S(K)x(K) = ETS(k+ 1)Ex(K)—ETS(k + 1)GL (K)x(K) + Q1x(K)
que se escreve como

[S(K) — FTS(k+1)F + F'S(k +1)GL (k) — Q1 } x(k) = 0

Como x(k) ndo pode ser identicamente O para todo k, entao faz-se
Sk} = FE'S(k+1)F—F"S(k+1)GL(K)+ 0,

= [F~GL(K)]"S(k+1)[F —GL (k)]
+LT(K)G"S(k+ 1)F — LT(K)GTS(k+1)GL (K) + @

(27)

(28)

(29)

11



Controle linear quadratico

B Derivacao da lei de controle

Da equacao (24) obtem-se

Q.L (k) = GTS(k+ 1)F—G'S(k+1)GL (K)

Assim

~

S(k) = [F = GL(K)]"S(k+1)[F—GL(K)]+OQ1+LT(K)Q.L(k)  (30)

que € a famosa equacao de Riccati no tempo discreto (ERTD). Sabendo
que A(N) = Qox(N) e A(k) = S(k)x(k), tem-se assim a condi¢ao final para S:

S(N) = Qo. (31)

Desta forma, o problema que antes era de dois valores terminais foi
simplificado para apenas um valor terminal em S.

12



Controle linear quadratico

m Valor minimo do critério (sem incertezas)

O minimo valor da funcdo de custo é obtido pela aplicacéo das equacdes
14)-(17) a J":

mind = Nzl[xT(k)le(k)+GT(k)Q20(k)]+XT(N)QOX(N)
k=0

A (k4 1)[—x(k+ 1) + Fx(K)+Gii(K)] (32)

com

0"KQ2 = —N(k+1)G
x'(K)Q: = A (k)—A"(k+1)F
x(k+1) = Fx(k)+Gi(k)

13



Controle linear quadratico

m Valor minimo do critério (sem incertezas)

Tem-se entao

N—-1

mind = % A (K)x(k) = A" (k+1)Fx(k)—A" (k+ )G (k)] +x" (N)Qox(N)
k=0
S TR AT (ko (ke 1))+ XT(N)Qux(N) (33)
k=0
— AT(OX(0) — AT(N)X(N) + X7 (N)Qox(N) (34)

Com a condicao final (19) A(N) = Qox(N),

minJd’ = AT (0)x(0) = x" (0)S(0)x(0). (35)

14



Controle linear quadratico

m Valor minimo do critério (com incertezas)

Considerando v(k) # 0, e

E{X(0)} = Xo, E{X(0)x"(0)} =Ry,
E{v(} = 0, E{v(kv'(K}=Ry(K),

pode-se mostrar que a lei de controle t(k) = —L (k)x(k) também minimiza o
critério J’ e que seu minimo (estatistico) € dado por

N—-1

minJ’ = x{S(0)Xo +tr (S(0)Ry,) + ;tr(S(k+ 1)Ry(K)) (36)
k=

15



Controle linear quadratico

m Algoritmo de controle linear quadratico

e Dados de entrada:
Estado inicial x(0);
Horizonte de tempo N ;

Matrizes de ponderacao Qq, Q1, Q> € Q1>.

16



Controle linear quadratico

m Algoritmo de controle linear quadratico

o Prepara(;éq(offline ouemk=0)
. Calcular F(k) = F(k) —G(kIMT e Q; = Q1 — Q12Q, Q1.
. Iniciar S(N) =Qp e L(N)=0.

. k=N-—1.

V. Calcular
Lk = {Q,+G'Sk+1)G} G"S(k+1)F (37)
Sk} = [F—GL(K)]"S(k+1)[F—GL(K)]+0Q1+LT(k)QsL (k) (38)

V. Armazenar L (k).
VI. k=k—1.
VIl. Retornar ao passo IV enquanto k > 0.

17



Controle linear quadratico

m Algoritmo de controle linear quadratico

e Realizacao (online)
No k-ésimo instante de amostragem, calcular a lei de controle como

u(k)=G(k) — Qz 1x(K)

com {(k) = —L (k)x(k).

(39)

18



Controle linear quadratico

Exemplo 1. Controle LQ de motor de corrente continua acionado por corrente

O modelo do motor € dado por
k) = & NV (L1 Vu (40)
1-eM 1 h—1+e™

com h sendo o periodo de amostragem, e x = (w,8)' com w sendo a
velocidade angular do eixo e 8 € o angulo.

Escolheu-se minimizar o critério

N—-1

J=3 X" (k)Qux(k) +u' (K)Qau(k)] +x" (N)Qox(N) (41)
k=0

Q0:<%O 8)7 Q1:<%1 g): Q2:p2'

com

19



Controle linear quadratico

Exemplo 1. Controle LQ de motor de corrente continua acionado por corrente

Casol: fixando py=1e p;, =1, e com p, =1, 100u 200,

velocidade [rad/s]

10

—— = 1.000000, py= 1.000000, Py = 1.000000
— P = 1.000000, py= 1.000000, Py = 10.000000
— P = 1.000000, p, =1.000000, p, =200.000000

20



Controle linear quadratico

Exemplo 1. Controle LQ de motor de corrente continua acionado por corrente

Casol: fixando py=1e p;, =1, e com p, =1, 100u 200,

posicao [rad]

10

— = 1.000000, p, = 1.000000, p, = 1.000000
— p, = 1.000000, p, = 1.000000, p, = 10.000000

— P = 1.000000, p, = 1.000000, p, = 200.000000

21



Controle linear quadratico

Exemplo 1. Controle LQ de motor de corrente continua acionado por corrente

Casol: fixando py=1e p;, =1, e com p, =1, 100u 200,

entrada u

— P = 1.000000, p, = 1.000000, p, = 1.000000
— pp = 1.000000, p, = 1.000000, p, = 10.000000
— Py = 1.000000, p, =1.000000, p, =200.000000
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Controle linear quadratico

Exemplo 1. Controle LQ de motor de corrente continua acionado por corrente

Caso 2: fixando p, =0e p, =103 e comp,=1, 101 ou 1073,

10 I I I I [

8t i
— — Pp = 1.000000, py= 0.000000, Py = 0.001000
:g — Pp = 0.100000, py= 0.000000, Py = 0.001000
% 6r —_— Py = 0.001000, py = 0.000000, Py = 0.001000 i
8 :
O
S Al
o
)
=

21

0
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Controle linear quadratico

Exemplo 1. Controle LQ de motor de corrente continua acionado por corrente

Caso 2: fixando p, =0e p, =103 e comp,=1, 101 ou 1073,

posicao [rad]

10

— = 1.000000, p, = 0.000000, p, = 0.001000
— py = 0.100000, p, = 0.000000, p, = 0.001000
— Py =0.001000, p, = 0.000000, p,, = 0.001000

24



Controle linear quadratico

Exemplo 1. Controle LQ de motor de corrente continua acionado por corrente

Caso 2: fixando p, =0e p, =103 e comp,=1, 101 ou 1073,

entrada u

—

— = 1.000000, p, = 0.000000, p, = 0.001000
— p, = 0.100000, p, = 0.000000, p,, = 0.001000

— P = 0.001000, p, = 0.000000, p,, = 0.001000

25



Regulador linear quadratico (LQR)

m Caracteristicas da regulacao:

e Horizonte infinito: N — o
e O ganho de controle L (k) tende a ser constante: L

B Solucao pelas equacoes (problemas simples):

Lo = {Q,+G'S.G} G'S.F (42)
Se = [F—GLa|"Su[F—GLu)+Q1+LIQsL, (43)

Geralmente, mais de uma solucéo é encontrada para L. Escolhe-se
aguela para a qual S, € positiva definida.

26



Regulador linear quadratico (LQR)

B Solucéo pelo método dos autovalores:

O critério de tempo finito € minimizado quando sao satisfeitas as seguintes
relacoes:

0"(KQ, = —-A(k+1)G (44)
XT(K)O1 = AT(K)—AT(k+1)E (45)
x(k+1) = Fx(kK)+Gi(k) (46)

Aplicando (44) em (46), estas equacoOes se transformam em

x(k+1) = (F+GQ, GTF TQx(K)—GQ;1GTF A (K) (47)
Ak+1) = —FTQux(k)+ETA(K) (48)

27



Regulador linear quadratico (LQR)

B Solucéo pelo método dos autovalores:

gue pode ser escrito sob a forma

X(K+1) \ X(K)
( Ak +1) ) = HC( A(K) ) (49)
com H. sendo chamada Hamiltoniano e dado por

r LaTE-T —1~TE-T
—F Qs F-T

X(N) e A(N) podem ser obtidos a partir de x(0) e A(O) pela seguinte
formula: ) 0)
X X
( A(N) ):H{?( A(0) ) (51)

28



Regulador linear quadratico (LQR)

B Solucéo pelo método dos autovalores:

A solucéao para o problema LQR pode ser obtida quando N — co. Pode-se
mostrar que H. possui 2n autovalores, dos quais n deles sdo estaveis e 0s
outros n autovalores restantes sao instaveis. Na verdade, para cada
autovalor z existe um outro autovalor dado por 1/z. Assim, definindo-se E
como sendo a matriz diagonal dos n autovalores instaveis, define-se

. E1 O
HC:VIHCV:( 9 E) (52)

com V sendo a matrix de autovetores de H.:

Xi Xo
-2 -

com o indice i (resp. 0) indicando as componentes dos autovetores
estaveis (resp. instaveis).

29



Regulador linear quadratico (LQR)

B Solucéo pelo método dos autovalores:

A seguinte transformacao de variaveis

(58) (%)

Gi)-(5 2)(58)

Quando N — o, x*(N) deve ir para 0 enquanto A*(N) deve ir para o infinito
(EN é instavel). A Unica solucdo para se ter A*(N) finito € quando A*(0) = 0,
levando A*(N) = 0. Assim sendo, a solucao finitita para x(N) e A(N) é

resulta em

X(N) = Xix*(N) 4+ XA (N) = X;E"Nx*(0) (56)
AN) = Lix*(N)+LA"(N)=L,E"Nx*(0) (57)

30



Regulador linear quadratico (LQR)

B Solucéo pelo método dos autovalores:

Dado que x*(0) = ENX;x(N), tem-se

AN) = LiEEMENX % (N) = L;X; *x(N)
Sabendo que A(k) = S(k)x(k), isto leva a S(k) = L;X; .
Portanto,

S. = Lix™ (58)
Lo = {Q,+G'S.G} 'G'S.F (59)

31



Estimacao otima (filtragem estocastica)

m Filtro de Kalman

e Seja 0 seguinte modelo linear estocastico:

X(k+1) = F(k)x(k)+G(k)u(k)+w(k) (60)
y(k) = H(K)x(k)+v(k) (61)

com w(k) ~ A[(0,Q(Kk)) e v(k) ~ A(0,R(k)) sendo processos gaussianos
representando incertezas na evolucéo das variaveis de estado x(k) e na
medicao y(k), respectivamente.

32



Estimacao otima (filtragem estocastica)

m Filtro de Kalman

e Sendo x(k) também um processo gaussiano, entre medicoes, sua
estimativa X(k|k— 1) & obtida por predicéo:

R(kk—1) = F(k—1X(k—1+G(k—1)u(k—1) (62)
P(kk—1) = F(k—-1)PKk-1)F"(k—1)+Q(k) (63)

com P(klk—1) £ E{(X(klk—1) —x(k)) - (X(klk—1) —x(k))" } sendo a matrix
de covariancias do erro de predicao.

33



Estimacao otima (filtragem estocastica)

H Filtro de Kalman

e Quando medicdes y(k) sdo realizadas, estas s&o usadas para corrigir o
processo de predicdo e obter uma estimativa X(k) pela relacéo seguinte:

X(k) = X(kk=1)+K(k)- (y(k) =H(k)x(k—1)) (64)
Pk} = (I—-K(kH(K))P(klk—1) (65)
= (I —=K(KH(K)P(kk—1) (I =K (KH(K)" + K (K)R(K)K T (k{66)

com P(k) = E{(X(k) —x(k)) - (x(k) —x(k))"} sendo a matrix de
covariancias do erro de estimacéo. K (k) € o chamado ganho de Kalman,
e e dado por

1

K (k) = P(klk—1)HT (k) (H(K)P(klk— 1)HT (k) + R(k)) (67)
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Estimacao otima (filtragem estocastica)

m Filtro de Kalman

e As equacoes do filtro resultam em um estimador recursivo de minima
variancia de x(k):

(k) = argminE{(X(k) —x(k))" - (X(k) —x(K))} (68)
= argminTr(P(k)) (69)

ou ainda, para o caso linear, temos o estimador de maximo de
verosemelhanca:

%(k) = argmax p(x(k)[y(k)). (70)
e Otermo y(k) —H(k)X(k—1) é chamado de inovacéo, e portanto as
equacoes (64)-(66) sdo denominadas de formulacéo inovacao.
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Estimacao otima (filtragem estocastica)

m Filtro de Kalman

e As matrizes de covariancias P(k), Q(k) e R(k) sdo uma medida do
guanto de incerteza esta envolvida no processo de estimacao. Por
analogia, suas inversas sao chamadas de matrizes de informacéao, para
as quais a formulacao informacao pode ser aplicada:

%(k) = Pk (P Hkk—1x(kKk—1)+H" (KR *(k)y(k) (71)
P~tk) = P H(klk—1)+H" (KR *(k)H(K) (72)

e Da equacéo (72), conclui-se que a informacgao da estimativa € a soma
das informacoes aportadas pela predicao e pelas medicoes. Ou seja, 0
filtro extrai o necessario de informacéao do sistema.

36



Estimacao otima (filtragem estocastica)

Exemplo 2. Fusao sensorial usando o filtro de Kalman

S&o dados: x; e X, medicbes de uma grandeza x obtidas por dois sensores Sy
e S, respectivamente. 02 e oz sdo as variancias associadas.

Considerando x; como informacao a priori (predicéao) e x, a informacao obtida
por medicao, a estimativa X, de minima variancia é obtida pelo uso do filtro de
Kalman:

e sua variancia é dada por

ou ainda (og)_l = (0-§>_1—|— (0%)_1, ou seja, as informacgdes se somam.

37



Estimacao otima (filtragem estocastica)

Exemplo 2. Fusao sensorial usando o filtro de Kalman

0.7F

06

05

04

03

02

01

1 1 ] 1 1 1 1 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6
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Estimacao otima (filtragem estocastica)

Exemplo 3. Estimacéo de posicdo de missil equipado com central inercial

2500

2000

1500

Y [m]

500

1000 -

Tempo: 0s

1

0 500

1000

1500
X[m]

2000

2500

3000

Y [m]

2500

2000 -

1500

1000 -

500

Tempo: 90.0 s

0 500

1000

1500
X [m]

2000

2500

3000

39



Estimacao otima (filtragem estocastica)

Exemplo 3. Estimacéo de posicdo de missil equipado com central inercial

residuo [m]

residuo [m]

Residuos sobre X: Posicéo (filtro de Kalman)

401
20 //\"
0
-20+
-40 - ; ; - ; ; - ; !
10 20 30 40 50 60 70 80 90
Residuos sobre Y: Posicao (filtro de Kalman)
50+
0
-50
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

tfs]

residuo [m]

residuo [m]

40+

N
o

o

N}
o
T

A
o

(42
o
T

o

]

A

o
T

Residuos sobre X: Posi¢éo (Integrador)

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Residuos sobre Y: Posicéo (Integrador)

— /

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

t[s]
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Estimacao otima (filtragem estocastica)

Exemplo 3. Estimacéo de posicdo de missil equipado com central inercial

residuo [m]

residuo [m]

Residuos sobre X: Velocidade (filtro de Kalman)

Residuos sobre Y: Velocidade (filtro de Kalman)

residuo [m]

residuo [m]

Residuos sobre X: Velocidade (Integrador)

M AV
v W

N o™

) 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Residuos sobre Y: Velocidade (Integrador)

el

) 10 20 30 40 50 60 70 80 90

t[s]
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Estimacao otima (filtragem estocastica)

Exemplo 3. Estimacéo de posicdo de missil equipado com central inercial

05r

residuo [m]
o

05+

residuo [m]
o

Residuos sobre X: Aceleracao (filtro de Kalman)

L Va4

Residuos sobre Y: Aceleracéo (filtro de Kalman)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
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05
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o

Residuos sobre X: Aceleragdo (Integrador)

051

Residuos sobre Y: Aceleracéo (Integrador)

W e

Af

t[s]
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Estimacao otima (filtragem estocastica)

Exemplo 4. Estimac&o de posicdo de missil com central inercial e altimetro

2500

2000

1500

Y [m]

500

1000 -

Tempo: 0s

1

0 500

1000

1500
X[m]

2000

2500

3000

Y [m]

2500

2000 -

1500

1000 -

500

Tempo: 90.0 s

0 500

1000

1500
X [m]

2000

2500

3000

43



Estimacao otima (filtragem estocastica)

Exemplo 4. Estimac&o de posicdo de missil com central inercial e altimetro

residuo [m]

residuo [m]
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Estimacao otima (filtragem estocastica)

Exemplo 4. Estimac&o de posicdo de missil com central inercial e altimetro
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Estimacao otima (filtragem estocastica)

Exemplo 4. Estimac&o de posicdo de missil com central inercial e altimetro
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Estimacao otima (filtragem estocastica)

Exemplo 5. Deteccéo de falha em motor de corrente continua

Velocidade real (vermelho) e velocidade estimada (azul)
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Estimacao otima (filtragem estocastica)

Exemplo 5. Deteccéo de falha em motor de corrente continua

30

Corrente real (vermelho) e corrente estimada (azul)
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Estimacao otima (filtragem estocastica)

Exemplo 5. Deteccéo de falha em motor de corrente continua

Residuo de velocidade com intervalo de confianca 3-c

49



Estimacao otima (filtragem estocastica)

Exemplo 5. Deteccéo de falha em motor de corrente continua

Residuo de corrente com intervalo de confianca 3-¢

|

50



Estimacao otima (filtragem estocastica)

Exemplo 5. Deteccéo de falha em motor de corrente continua

Distancia de Mahalanobis calculada sobre a estimativa de corrente (log)

| L | | |




Estimacao otima (filtragem estocastica)

m Filtro de Kalman de regime permanente

e Seja 0 seguinte modelo de um sistema linear estocastico:

X(k+1) = Fx(k)+Gu(k)+w(k) (73)
y(k) = Hx(k)+v(k) (74)

com w(k) ~ A[(0,Q) e v(k) ~ A[(0,R) sendo processos gaussianos
estacionarios representando incertezas na evolucao das variaveis de
estado x(k) e na medicéo y(k), respectivamente.
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Estimacao otima (filtragem estocastica)

m Filtro de Kalman de regime permanente

e Estando este sistema operando em torno de uma condicado nominal e
seu estado estimado por um filtro de Kalman, o ganho do filtro tende a
permanecer constante sendo Q e R também constantes. Assim, sendo
P(k) = P(klk—1):

Pk} = FPk—1F"+Q
= F[(l -K(k—=1H)P(k—1k—2)]FT+Q

= F|(1-P(k—1k=2)HT (HP(k—1k—2)HT +R) "H) P(k— 1k —2)]
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Estimacao otima (filtragem estocastica)

m Filtro de Kalman de regime permanente

e Em regime permanente, P(k—1) = P(k— 1|k — 2)
P(k) = F [ (1= P(k— DHT (HP(k— HT+R) "H) P(k—1)| FT+Q (78)
e P, =P(k) =P(k—1) que resulta em
P = F (I —KuH)PoFT 4+ Q. (79)
O ganho em regime permanente do filtro & portanto dado por

Ko = PoHT (HPHT +R) . (80)
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Estimacao sub-otima (filtragem estocastica)

B Problema da estimacéo nao-linear 6tima

e Seja 0 seguinte modelo nao-linear estocastico:

X(k+1) = f(x(k),u(k))+w(k) (81)
y(k) = hi(x(k))+v(k) (82)

com w(k) ~ A[(0,Q(Kk)) e v(k) ~ A(0,R(k)) sendo processos gaussianos
representando incertezas na evolucéo das variaveis de estado x(k) e na
medicao y(k), respectivamente.
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Estimacao sub-otima (filtragem estocastica)

B Problema da estimacéo nao-linear 6tima

e X(k) ndo pode ser mais considerado um processo gaussiano. Sua
distribuicao evolui da seguinte forma:

p(y(K)[x(K))p(x(K)|y(1),...,y(k—1)) (83)
Jp(y(K)|&)p(&ly(1),...,y(k—1))d&

Na pratica, dificiimente pode-se obter uma solucdo analitica a este
problema.

P(X(K)|y1,...,Yk) =
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Estimacao sub-otima (filtragem estocastica)

B Filtro de Kalman estendido

e Para funcgodes fy e hy suficientemente suaves, a gaussianidade de x(k)
pode ser valida por um certo periodo de tempo. Assim, entre medicoes,
sua estimativa X(k|k— 1) & obtida por predicéo:

R(Kk—1) = fa(%(k—1),u(k—1)) (84)
P(klk—1) F(k—1)P(k—1)F"(k—1)+Q(k) (85)

com F(k—1) =0f_1/0X(k—1).

57



Estimacao sub-otima (filtragem estocastica)

B Filtro de Kalman estendido

e Quando medicOes y(k) sao realizadas, estas sao usadas para corrigir o
processo de predi¢cdo e obter uma estimativa X(k) pela relacédo seguinte:
f(k) = K(klk—1)+K(Kk)- (y(k) —H(K&(k—1)) (86)
P(k) = (I -K(kH(k))P(klk—1) (87)
= (I =K(KH(k))P(klk—1) (I — K(k)H(k))T + K (K)R(K)K T (k{88)

com H(k) = ohy/dx(klk—1). O ganho de Kalman K (k) é dado por

1

K (k) = P(klk—1)HT (k) (H(K)P(klk— 1)HT (k) + R(k)) (89)
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Estimacao sub-otima (filtragem estocastica)

Exemplo 6. Exemplo 4 com a central inercial alinhada com o missil
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Estimacao sub-otima (filtragem estocastica)

Exemplo 6. Exemplo 4 com a central inercial alinhada com o missil
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Estimacao sub-otima (filtragem estocastica)

Exemplo 6. Exemplo 4 com a central inercial alinhada com o missil
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Estimacao sub-otima (filtragem estocastica)

Exemplo 6. Exemplo 4 com a central inercial alinhada com o missil
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Controle linear quadratico gaussiano (LQG)

m No controle LQG de uma planta (3)-(4), aplica-se um controlador LQ cuja
lei de controle é

u(k)=— L (k)X (k) - Qz ' Qi (K) (90)
com X(k) sendo a estimativa de estado obtida por um filtro de Kalman.

B O caso de regulagem pode ser tratado usando as versoes de regime
permanente do controle LQ (i.e., LQR) e do filtro de Kalman.

B Para sistemas nao-lineares, o controlador usa o modelo linearizado em
torno da referéncia enquanto que o estimador usa o modelo linearizado em
torno da predicao.
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