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Sistemas dinamicos

B Modelos nao-lineares

Um sistema dinamico pode ser representado de forma geral como um
conjunto de equacodes diferenciais

O(X, X, X,...,u) =0 (1)

Através de manipulacdes matematicas, pode-se chegar a forma de espaco de
estados nao-linear )
x =f(x,u

{ @

y =h(x,u)
com x sendo denominado o vetor de estados, u € o vetor de entradaey e o
vetor de saida. f e h sao funcoes vetoriais. Considerando-se que o sistema
possui p entradas, n estados e m saidas, tem-se

dim(x) =nx1 dim(u)=px1 dimly)=mx1 . (3)



Sistemas dinamicos

Os valores de x para os quais se tem
f(x,u)=0

sao denominados pontos de equilibrio (com u sendo constante) ou atratores.

Um sistema é dito autbnomo se seu modelo for do tipo:
X = f(X)
4
{ y =h(x) )

Um atrator x* de um sistema autdbnomo é dito estavel se, dada a condicao
inicial f(x*), o sistema permanecer no estado x*. A estabilidade dos atratores
é melhor descrita em [Kalil, 1996].
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Exemplo 1. Péndulo invertido

S R B T T R R R T ]

‘ = X

As equactes de movimento de um péndulo invertido conforme mostrado na
figura séo:

(M+m)X = f—bx—ml&cog®)+ml6’sin(6) (5)

(I +ml*)8 —mlXcog8) — mglsin(8). (6)
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Nessas equacoes, tem-se:

M : Massa do carro; m: Massa da barra do péndulo; b : Coeficiente de friccao
do carro; | : distancia do centro de massa do péndulo com relagao ao ponto
de fixac&do no carro; | : momento de inércia do péndulo; g: aceleracdo da
gravidade; f : Forca exercida para mover o sistema; X : posicao do carro; 9 :
angulo do péndulo com relacao a vertical.

Ao escolher como variaveis de estado X; =X, Xo =X, Xa=0 e X4 = 06,
organizadas no vetor x = (X1,X,X3,X4)", € u= f sendo a entrada, obtem-se o
seguinte modelo em espaco de estados:

5(1 X2
):(2 _ BZ(Xv U) /)\
X3 X4

X4 B4(X7 U)/)\
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com

B,(x,u) = mPl?gsin(xs)cogxs) — (I +ml*)bx, — (I +ml*)mlsin(xz)x3 -+ (I +ml?)u;

B,(x,u) = —(M+m)mglsin(xs) +mlbcogxz)x, + MF1?sin(x3) cogxz) — MIcog X3)u;
A= (I+mP)(M+m)—nrfl“cos(xs).

Exercicio 1. Quais s&o os atratores do péndulo invertido?
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B Modelos lineares

Com o seguinte caso particular

X = A(t)x+B(t)u (7)
y = C(t)x+D(t)u (8)

tem-se um sistema linear variante no tempo. As relacoes acima sao para
sistemas deterministicos. No caso especial de sistema linear invariante no
tempo,

X = AXx+Bu 9)
y = Cx+Du. (10)
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No dominio de Laplace, tomando-se em conta a condic¢éao inicial x(0), temos:

sX(s) —x(0) = AX(s)+BU(s) (11)
Y(s) = CX(s)+DU(s). (12)

Temos assim que (sl —A)X(s) =BU(s) +x(0) e em consequéncia

Y(s) = {C(sl A B+ D} U(s) +C(sl — A) " x(0) (13)

Considerando x(0) =0,
Y(s) =G(s)U(s) (14)

com G(s) = C(sl — A) 'B+D sendo a funcéo de transferéncia do sistema.

Como _

_1adj(sl —A)

(s =A) "= detsl —A)

(15)
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e assim C-adj(sl —A)-B+Ddets —A)
adj(sl —A)- etsl —
— 1
G(s) defsl — A) (16)
Deve-se observar que a funcao de transferéncia acima € uma matriz de
dimensao mx p:
Gu(s) -+ Gip(s)
G(s) = 5 ; . (17)
Gna(S) -+ Gnp(s)

Onbserva-se que os polos do sistema G(s) sdo dados pelas raizes de
detsl —A) =0, e independem da ordem do modelo.

Considerando um sistema SISO (Single Input Single Output) e D=0, a
funcao de transferéncia se resume a

B(s) bnS®+bp, 18" 1+ +bg
p— p— 1
(s) A(s)  Satap, 1S 144 a (18)
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com ny > N, sendo as ordens dos polindmios A(s) = detsl —A) e
B(s) = C-adj(sl —A)-B, respectivamente.

Em muitos casos, deseja-se saber o valor de regime permanente da saida
Y(s) quando t — co em resposta a uma entrada U (s). Para tanto, usa-se

. . . B(s)
limy(t) =1limsY(s) = Islgnos@U (S)- (19)

No caso especial da entrada ser uma constante, ou seja u(t) = uss(e.g.,
problema de regulacao), tem-se

Yss= lim y(t) = mmg = 5 Uss (20)
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B Linearizacao

Na natureza, encontra-se somente processos nao-lineares. No entanto,
assumindo algumas hipoteses, modelos lineares podem ser obtidos. Esses
modelos tém assim uma regiao de operacéao fora da qual deixam de ser
validos. Uma forma usual de obter um modelo linear local a partir de um
modelo ndo-linear é aplicando um procedimento conhecido por linearizacéao.
Em torno de um ponto de operacéao x resultante de uma entrada u tem-se

‘;f f(X.0). (21)

Considera-se x = X+ 0x € U = u+ 9, perturbacdes do ponto de operacao,

tem-se que
dx dx d6x

dt dt dt

(22)

10
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Por outro lado,

%:f(X,U) =f(X+ O, U+ 9dy). (23)

Sabe-se que a expansdo em série de Taylor de f(x,u) é dada por

of (x,u)

f(X+ 0, u+8y) =f(X,u)+ ™

(x—X) + (U—0)+0(2) (24)

u=u

of (x,u)
ou

X=X

com O(2) representando os termos de ordem superior. Supondo que O(2)
seja desprezivel, a série pode ser truncada. Assim, ao se igualar (22) e (23
obtem-se

N’

dx doy _
dt+ It =f(x,u) +

of (x,u)
OX

11
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Como a equacéo (21) continua valida, tem-se finalmente o modelo em
espaco de estados para Oy:

dox
rTi A(t)dx+B(t)dy,
comA(t) = 2XW - e ()= XY De forma semelhante, se for definindo
X= u=u

y=Yy+9g,comy= ?\()?, u), tem-se

doy _
5 = C(H8+D(t)3,

e D(t) = oh(x,u) .
X=X ( ) ou u=u

com C(t) = L&)

Exercicio 2. Linearizar o péndulo invertido emtornode x=0e 8 =Tt
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Sistemas dinamicos amostrados

B Diagrama genérico (amostragem ao passo T)

/

y(k)

— Conversao A/D

y()

Relogio

\

Algoritmo de
Controle

u(k)

— Conversao D/A

Processo

u(t)
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Sistemas dinamicos amostrados

B Modelo do processo em espaco de estados discreto:

{ x(k+1) =f(x(k),u(k))
y(k) = h(x(k),u(k))

No caso de sistema linear invariante no tempo,

X(k+ 1) = Fx(k)+Gu(k)
{ y(K) = Cx(k)+Du(Kk)

(25)

(26)
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Sistemas dinamicos amostrados

B Obtencdo do modelo discreto a partir do modelo continuo

e Caso espaco de estados.

X(k+ 1) = Fx(k)+Gu(k)
y(K) = Cx(K)+Du(k)

{ X(t) = AX(t)+Bu(t)

y(t) = Cx(t)+Du(t). Amostragem ZOH {

(27)
Relacoes:
F = &' (28)
T
G = / Bt (29)
0
com A2T2 ASTB
e =1 +AT + + + ... (30)

2! 3!
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B Obtencéo do modelo discreto a partir do modelo continuo

e Caso funcéao de transferéncia.

G(s) = —= Amostragem ZOH G(z) = ——=

Relacdes (resposta ao pulso unitario):

z{1-e ™99y,

S
— zZ{a-eT9) 50,

G(2)

R )

(31)

(32)
(33)

(34)
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Sistemas dinamicos amostrados

B Operador q:

Operador ¢ (resp. g 1) significa operador de avanco (resp. atraso), com o qual
pode-se escrever a relacdo entrada-saida por meio de uma equacéao de
diferencas:

B*(q)
K) = u(k), 35
y(K) A(Q) (k) (35)
com
B (0) = bn,a™+bn,_10™ "+ +bo (36)
A(Q) = an0™+an 0™ 4+ 1 (37)

Observa-se que a equacao de diferenca esta escrita em avanco com relacao
ao instante k.

17



Sistemas dinamicos amostrados

O equivalente em atraso, é obtido fazendo

y(k) = u(k), (38)

onde fez-se A(qY) =A*(q)-q " e B(qg!) =B*(q)-q .

Embora g e zrepresentem um avanco e por conta disso sao muitas vezes
usados como equivalentemente, nao se deve confundir o operador g com o
ndamero complexo z

Como no caso continuo, os polos do modelo discreto sao as raizes de
detzZl —A) =0. Um pdlo no tempo continuo s e o seu correspondente zno
tempo discreto séao ligados por z= exp(pT).

Discussédo 1. Como polos e zeros sao do dominio s sao relacionados aos
do dominio z.
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Projeto de controle por computador

B Abordagem 1: Projeto no dominio discreto.

e Obtencéo do modelo discreto:
— pelo modelo continuo;
— por um experimento de identificacao.
e Projeto.
e Implementacgéo direta da lei de controle u(k).
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Projeto de controle por computador

B Abordagem 2: Projeto no dominio continuo.

e Obtencao do modelo continuo:
— por uma modelagem fisica;
— por um experimento de identificacao.
e Projeto.
e Obtencao do equivalente discreto. No caso linear:

Metodo Aproximacao
Regra em avanco (Euler) S &=
Regra em atraso s— 22
i 2z-1
Regra trapezoidal S £27
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