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RESUMO

Este trabalho consiste na simulagao e controle de um péddplo invertido. Ele tem como
objetivo fornecer uma ferramenta que auxilie na implemguddisica deste sistema, bem como
fornecer informacgdes sobre os tépicos aqui estudados. Aimgaridade intrinseca do sistema e
seu controle sub-atuado aumentam ainda mais o desafio evagaatpara este trabalho. Por pos-
suir estas caracteristicas, 0 mesmo experimento podeilsgadd em varias linhas de pesquisa,
podendo mesmo auxiliar na composicéo de “laboratériog@derNeste trabalho foram explo-
radas técnicas de controle e estimacao de estados ndo coteuaberdadas durante 0s cursos
de graduacgao de Controle e Automacdo, tais como controlepag@sle estados, estimagcao no
espaco de estados, controle 6timo e filtro de Kalman. Resdltsatisfatorios foram verificados
por meio de simulacgdes, em que observou-se a minimizag&erdissde controle e de estimagéo,
das técnicas de controle 6timo e do Filtro de Kalman, resecente. Contudo, mesmo estas
sao prejudicadas por necessitarem de um modelo lineardagéndulo duplo invertido. Esta
limitac&o explica porque existem certas configuracOesaf$se posicdes de equilibrio em que nao
podemos controlar o sistema.

ABSTRACT

This work presents the modeling and simulation-based cbaftran inverted double pendu-
lum. This tool will be used in the design of a the physical iempéntation, and in supplying
informations on the topics studied here. The intrinsic finearity of the system and its under-
actuated control increase even more the challenge and ttieatiam of this work. Due to these
characteristics, the same experiment can be used in maggrobstopics, and even be used in the
composition of “open laboratories”. In this work there waygplied techniques of control and
state estimation which are not usually studied during theetgraduated course on Control and
Automation. Namely, control in state-space, state esionan state-space, optimal control and
the Kalman Filter. Results obtained in simulations, in whtokas verified succesful minimiza-
tion of control and estimation errors, related to optimahteol and Kalman Filter techniques,
respectively. However, even these techniques are harmetéaling a linearized model of the
inverted double pendulum. This limitation explains whyrthare certain physical configurations
and positions of balance that cannot be controlled.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONTEXTUALIZACAO E MOTIVACAO

A maneira que atualmente os cursos de Controle e Automacao sdo ministratbbasdeia-se pri-
mordialmente na resolucdo de problemas classicos nas salas de aulaga,@pesgas sdo resolvidos
problemas ja propostos com metodologias especificas para que o conmfteciolere tais técnicas seja
aplicado e assim mais facilmente fixado pelos alunos.

Contudo, ao serem utilizados modelos ja prontos para aplicar técnicasitleleoas importantes
etapas de modelamento e identificacdo do sistema a ser controlado sdoagndétarh contemplar este
aspecto, estao sendo utilizados cada vez mais experimentos em laboraiog sejam estudados todos
0s aspectos de um projeto de controle, seja este utilizando técnicas slassimadernas.

Cada vez mais esta sendo utilizado o conceito de “laboratorios abertesgjyais os estudantes podem
estudar os processos a serem controlados e buscar solucdéggypaps 0s mesmos. Sao entdo analisadas
guestbes como confiabilidade, erros estacionarios, estabilidade, etne. dessa forma, em um Unico
espaco fisico, € possivel utilizar diversos experimentos para diferéptes de controle. Dentre estes
podemos citar 0s controles: analégico, digital, ndo-linear, 6timo, robustapadivo [1].

A implementagédo de ferramentas em softwares como MATLAB nos laboratnmsto mais barata e
até mesmo mais confiavel do que experimentos mecanicos, contudo sisternapfiskuem imperfeicdes
que ndo sdo muitas vezes modeladas e ndo-linearidades que tornam amitkdenessante e desafiadora
a implementacao do controle [1].

Com essas idéias em vista, estes experimentos podem ser copias endeststiamas reais,como o
caso do controle de um aeromodelo de helicoptero [1], ou podem s&iregptos que a primeira vista ndo
possuem ligacdo direta com sistemas reais, como os experimeri@al@Beam” e do péndulo invertido

[1].

O "Ball&Beam" é um experimento no qual € necessario equilibrar uma bola em cima de umadempa
modo que a primeira fique no centro da Ultima, explorando a caracteristitimediodo sistema. A Figura
(1.1) mostra seu esquema de funcionamento [1].

Inclined Beam

Mator conirol

Figura 1.1: Esquema de funcionamento do experimBati&Beam” [1].

O péndulo invertido mostrado na Figura (1.2) também é um sistema altamente aaddindjetivo de
controle é que, através do movimento da sua base, seja possivel edaitibraertical e ainda deslocéa-lo
de um lado para outro.

Um experimento também muito interressante € o equilibrio de um péndulo dupitbdoveAlém
do movimento rotacional da barra inferior, que por sua vez é nao-litmahém existe o0 movimento



Motor pendulum

Figura 1.2: Esquema de funcionamento do péndulo invertido [1].

translacional e rotacional da barra superior, que é ainda mais nao-Besundo [2, 4], o péndulo duplo
ideal, ou seja, que ndo possui qualquer amortecimento produzido nasqurgaalquer acdo de controle,
€ um dos sistemas mecanicos que melhor descreve o caos. A Figura (1trd)saasesquema mecanico.

A caracteristica cadtica do movimento é percebida quando o sistema € liberadomavimento a
partir de uma posicgédo inici#; e 6, e percebemos que seu movimento € totalmente diferente de outro
ensaio em que a posicao inicial corresponde @6, + 0.01. Este fato é elucidado na Figura (1.4)

L ALLLALL .
L7

Figura 1.3: Péndulo duplo ideal [2].

A configuracao escolhida para o péndulo duplo invertido que serdaglstunbste trabalho é mostrada
na Figura(1.5). Com esta configuracdo subatuada podemos obtepenmento que pode ser utilizado
no estudo de varias técnicas de controle, sejam estas classicas ou nao.

1.2 DEFINICAO DOS PROBLEMAS PROPOSTOS

Primeiramente deve ser modelado o comportamento dindmico do péndulo dugid@mencontrando
um sistema de equages diferenciais que determinam todas as suassvde&@stado. A partir dai, deve
ser obtida uma solugdo numérica para este sistema de forma que simulac8saiager feitas no software
MATLAB.

O estudo que sera aqui feito sobre o controle e estimacao de estadospéa@dulo duplo invertido
necessita que o caracterizemos linearmente no espaco de estados. Deséepraziso fazer uma linea-
rizagcdo local da resposta ja encontrada para o sistema. Obtendo o modatadiinsistema, podemos
analisar a implementacéo do controle no espaco de estados, do controledétiestimacédo no espaco de
estado e da estimacdo com Filtro de Kalman.
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Figura 1.4: Caracteristica caética do movimento do péndulo duplo ideal§&s graficos foram obtidos
a partir de simulacdes matematicas de péndulos compostos por barras de mesana comprimentos de
0.5m [2].

Link 1

Maotor

Figura 1.5: Péndulo duplo invertido na configurat@on-driven” segundo [3].

Com os algoritmos de controle e de estimacéo ja implementados, sera desenvwhdtmulador que
dé a liberdade ao usuario de dimensionar o seu péndulo e aplicar a elpieastéle controle e estimacao
j& mencionadas, combinando-as da maneira que for conveniente.

1.3 OBJETIVOS DO PROJETO

Produzir um documento que possa ser futuramente utilizado na introdeg@stados das técnicas de
controle e estimacao aqui utilizadas, ja que as mesmas nao sao geralmenteddgistudo de graduacao
dos cursos de Controle e Automacgdo. Contudo, principalmente, este traleakh propor um simulador
confiavel para que uma possivel implementacao fisica do péndulo duptidoseja planejada com maior
eficiéncia.

1.4 APRESENTACAO DO MANUSCRITO

No capitulo 2 esta disponivel a fundamentacao teodrica utilizada para cad@suidpicos mais perti-
nentes deste trabalho. Em seguida, o capitulo 3 descreve a metodologega@tapno desenvolvimento
de cada etapa do projeto, juntamente com analise dos resultados obtidcase e simulacdes, as suas



devidas interpretacdes. As conclusdes que podem ser retiradageto pistdo no capitulo 4.

Nos anexos estdo o CD que acompanha este trabalho e as devidas iG&ss@pe o mesmo.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 LINEARIZACAO LOCAL DE SISTEMAS NAO LINEARES

Muitas vezes os sistemas dinamicos que necessitam de controle ndo s&s lideate modo nao é
possivel utilizar diretamente as técnicas de controle linear, necessita@daleruma aproximacao linear
do sistema.

Analisando um sistema comestadosin sinais de controle g saidas, em que os estados sao repre-
sentados po#;,i = 1...n, 0S sinais de controle pat;,i = 1...m, e as saidas pay;,i = 1...p. Se
cada estado e cada saida forem representados por equacdeeads/ipode-se representar esse sistema
com o conjunto de equagoes:

:l",'l :fl(acl,...,mn,ul,...,um,t), (21)
fCQ :fg(ml,...,mn,ul,...,um,t), (22)

(2.3)
i’n :fn(wlv’"7mn7u17'”7um7t)7 (24)
Yy, =hi(x,...,xp,u1,. .., Up,t), (2.5)
Yo :hg(ﬁcl,...,wn,UL...,Um,t), (26)

(2.7)
Y, =hp(T1,. ., T, U1, U, ). (2.8)

Representando estas equagdes na forma matricial, tem-se que:

= f(x,u,t), (2.9)
y = h(z,u,t). (2.10)

Admitindo que as fun¢dds e h sdo estacionérias, ou seja, dado um tempo inigial
flz,u,t) = f(z,u o), (2.11)
h(z,u,t) = h(x, u,ty). (2.12)
E obtida entdo uma nova simplificacdo do modelo mostrada abaixo [5].
z = f(x,u), (2.13)
Admitindo quex e sdo proximos de se seus valores iniciaise ug, € encontrado que:

f (330, U()) = 0. (215)

Ao aproximarx e u pelas equacdes (2.16) e (2.17), sdo obtidas respectivamente.

r = x4+, (2.16)
= up+ou. (2.17)



Considerand@dx e éu muito pequenos, pode-se desprezar termos de ordem superior dossmesmo
Com isso, realizando a expanséo em séries de Taylor das equad®«(2.14), sao obtidas as equactes

[5]:

w = f(z,u), (2.18)

dx ~ f(xo,ug)+F (o, u)dx + f (20, up)du ,como f (zg, ug) = 0, (2.19)

bx ~ fu(xo, up)dx +f (20, uo)0u, (2.20)

(Yo +0y) = h(z,u), (2.21)
(yo+0y) = h(xo,uo)+ hy(zo, up)dx + hy(zo, up)du, (2.22)
deste modo y, = h(xzo,uo), (2.23)
oy =~ hy(xo,ug)dx + hy(xo, up)du. (2.24)

A representacab, indica uma matriz onde cada linh& representada pelo gradientefiler, w) em
relacéo ao vetar. Como mostrado abaixo.

dfi
I3
fo=] @ |. (2.25)

dfn
dx

A mesma regra segue pdrg, h, e h,,.

O modelo foi entdo linearizado, contudo este sera agora analisado ¢fo i@ x, ju e jy. Com isto
em mente, sao feitas alteracdes nas equacdes (2.20) e (2.24) de maititandasua utilizacdo, voltando
entéo a trabalhar com, u e y, obtendo [5]:

= Fz+ Gu, (2.26)

y = Hx+ Ju, (2.27)

onde F =f ,(xo,up) , G =1 (2o, up), (2.28)
H = h,(xo,up) , J =hy(xg, up). (2.29)

2.2 ESTIMADORES DE ESTADOS

Muitas vezes ndo ha acesso a todos 0s estados na saida do sistemanéio sejatem sensores para
cada um destes. Desta forma, € preciso estimar os estados a partir do dwsiskema e das medicdes
gue sao obtidas na saida.

Tendo entdo um modelo em espaco de estados:

r = Fzx+ Gu, (2.30)
y = Hx+ Ju. (2.31)

Assumindo que seré feito o controle digital do sistema com um tempo de amastiagesegundos,
e que o retentor é de ordem zero (ZOH, zero order holder), podbtseas equacbes abaixo [5]:

i1 = Pxp+ Tuyg, (2.32)
y, = Haxp+ Jug, (2.33)
onde ® = 7T, (2.34)
T
r — / Fraug. (2.35)
0



O indicex;, é a “k-ésima” amostra do estadou € a “k-ésima” amostra do sinal de contralee y,,
€ a “k-ésima” amostra dg. No decorrer deste trabalho sera utilizada uma notacao ainda mais simplificada
por admitirmos que a saidgapenas depende dos estados, ldge 0.

Serdo estudadas duas abordagens para realizar a estimacédo dos estagtimacdo no Espaco de
Estados e o Filtro de Kalman.

2.2.1 Estimadores de Estados

A idéia principal da estimacdo em espaco de estados € obter uma estimataoapartir somente
do modelo do sistema, e em seguida corrigi-la a partir de uma realimentacée safdas do sistema [5].
Serdo analisados aqui dois tipos de estimadores em espaco de estadlitivmpe o corrente.

O Estimador Preditivo estima um estadlp a partir do seu estado anteridr_; e de uma medicéo
anteriory,_,, enquanto que o Estimador Corrente estima um esigda partir do seu estado anterior
&1 e de uma medicéo correnig. Dessa forma, o Estimador Corrente é mais preciso que o Estimador
Preditivo.

2.2.1.1 Estimador preditivo

O Estimador Preditivo ter4 a seguinte formulacao [5]:

Tpr1 = Py + Tuyp + Lp(yk — Hzy). (2.36)

Para calcular a matriz de estimachg deve-se ter em mente que esta deve controlar a dinamica do
erro de estimacéey. Este erro pode ser calculado subtraindo a equacao (2.36) da e@Ra88, obtendo:

€L = I — :i?k, (2.37)
— (®—LyH)e;_1. (2.38)

Entéo, € necessario encontrar uma makrjzque faga com que o erro convirja para zero a partir de
qualquerey. Deve-se escolher ospoloss;, i = 1...n no planoz para o estimador e igualar as equacdes
(2.39) e (2.40).

2] — & + L,H| =0, (2.39)
(2= B1)(z = B2) -+ (2 = By) = 0. (2.40)

Igualando cada coeficienté,i = 0...n da equacéo (2.39) aos da equacéo (2.40) serd encontrado o
valor deL,,. A escolha dos polos deve acontecer de forma que estes sejam mais gidus polos do
sistema controlado. Assim os pélos do estimador nao irdo influenciar na dindonéontrolador [5].

Como os polos do estimador ndo aparecem no sistema, ou seja, apenasmrgdandes valores nas
equacdes feitas no equipamento que faz o controle digital, estes podsufiGgentemente rapidos e ndo
provocardo um carregamento no atuador do sistema. Contudo, pélosapidtosrnos estimadores deixam
0 sistema mais suscetivel aos erros de medigdo que venham a ocorrer [5].

2.2.1.2 Estimador Corrente

O Estimador Preditivo é utilizado quando é necessario dar uma “folga” maiargocalculo computa-
cional da estimacdao, ja que este utiliza ;. Contudo, muitas vezes o tempo computacional necessario
para a estimacdo € muito menor que o tempo de amostragem, logo pode-se utifiar aprrente da
saida, utilizando entédo o Estimador Corrente [5].



Desta forma, o Estimador Corrente € modelado pelas equages:

:%k = Tauzr t+ Lc(yk; - Hwau;t)a (241)
Touz = PxTp_1+Tup_1. (242)

Substituindo a equagéo (2.42) na equagéo (2.41), é obtido:
&y =(® - L-H®)xy_1 + (' — LcHT )ug—1 + Leyy,. (2.43)

Como a matrizL,,, a matrizL. também sera responsavel por posicionar os polos do erro de estimagéo,
de modo que este convirja para zero partindo de quakguek expressao do erre, ficara entdo:

= (®— L.H®)e;_;. (2.45)

E obtida entdo a equacéo caracteristica do Estimador Corrente:

|21 — & + L.H®| =0. (2.46)

Deve-se utilizar os mesmos conceitos de escolha dos polos do Estimadtivédpada o Estimador
Corrente. Logo, para um sistema de ordem

|2l —® + LH®| = (2—01)(z— () (2 — Bn), - (2.47)

Ambas matrized, e L. sdo determinadas apenas uma unica vez e devem ser rapidas o sufasignte p
gque a estimacao ndo atrapalhe o controle do sistema. Contudo, quanto dais odpdlos de estimacao,
maior a sensibilidade do sistema a erros de medi¢cdo. O Filtro de Kalman redelygasdema, ja que
avalia justamente as incertezas sobre o modelo e a saida do sistema.

2.2.2 Filtro de Kalman

O Filtro de Kalman foi proposto por Rudolph E. Kalman em 1960, e tinha conjaivdproduzir um
estimador de estados utilizando-se de uma “predicdo”, a partir de estddderas, e de uma “correcao”,
a partir da realimentacao da saida do sistema. Com isso foi obtido um algoritimsive que solucionou
problemas de filtragem de dados discretos em sistemas lineares [6].

Com a utilizagdo de computadores, que tornam a implementacdo do algoritma,poakitro de
Kalman é amplamente utilizado em sistemas de navegacao autbnoma ou assistigancoal carac-
teristica € encontrar uma solucdo Gtima que minimiza a covariancia do erro decéstimam outras
palavras, encontra uma solucéo que minimiza as incertezas a cerca eéstoadgao [6].

2.2.2.1 Filtro de Kalman Discreto

O Filtro de Kalman assume que é possivel estimar o estatloum processo controlado discreto no
tempo a partir de uma equacgdo estocastica com a seguinte forma [6]:

xp, =P 1 +Tup_1 + wr_1. (2.48)

E sua medicae é definida por:
zr = Hxp + vg. (249)



Os indicesw;. e v, representam os ruidos presentes no processo e na etapa de medjggctjvamente.
Estes ruidos serdo considerados independentes entre si e ter@ia @dédtruidos brancos”, ou seja, ndo ha
correlacdo entre os valores da mesma distribuigdo. Os ruidos serdoregatas por distribuicdes normais
com média nula e variancia ndo-nula. Esta € uma das melhores maneiras de tasdei@los, ja que pelo
teorema central do limite a soma de variaveis aleatdrias com qualquer diswitenci® a uma distribuicdo
normal [6].

Desta forma, obtém-se as distribuicbeade v:
p(w) ~ N(0,Q), (2.50)
p(v) ~ N(0, R). (2.51)
As matrize e R sao respectivamente as matrizes de covariancia dos ruidos de pdesswdicao.

A estimacgéao do estadg, feita na etapa de “predicaad,priori, sera representada pgf . Ja na etapa
de “correcao”a posteriorj sera obtida a estimacéq.. Com isso, é obtida a equacao do exnoriori:

e, =T — I, . (2.52)
E a equacéo do ermposteriori

€ — T — ZAU]C (253)

Podem entéo ser definidas as matriggse P, como sendo respectivamente as matrizes de covarian-
cia do erroa priori e a posteriori[6]:

_ T

P, = Ee,e, ), (2.54)
P, = E(epe,l). (2.55)
Ondee” indica a transposta da matez
Pela equacéo (2.48), pode-se obter [6]:
E(xy) = @, (2.56)
E((zr, — &) (xr — 21)") = Elexel), (2.57)
= Py. (2.58)
Com isso, pode-se alterar a equagéo (2.48) para encantréa seguinte forma.
i]; =&, |+ Tup_q. (2.59)
E com essa férmula, podemos encontrar:
- _T T
E(e e, ) = ®P,_1®" +Q, (2.60)
= P,. (2.61)

Assim, foram encontrados todos os coeficieatesiori do sistema. E preciso estabelecer uma relagéo
entre a estimacaa posteriorie os demais coeficientes. Kalman prop0s a seguinte equagao [6]:

:i?k :ii?,;—i-Mk(Zk—Hi];). (262)
Na equacgéo (2.62) a matri¥/; pondera a inovacdo do sistema, diferenca entre a medig&a

estimativa da medicaélx, . Podemos analisar que quanto melhor a estimacéo, ouf3gj&, cada vez
mais proximo de zerdV{ ;. tendera a zero [6].



O valor deM ;, deve minimizar a covariancia do eragposteriorj e;. Substituindo entdo a equacao
(2.62) na equacéao (2.53), calculando a sua covariancia, obtendwvaddedo traco desta matriz com
relagdo aM ;. e igualando a zero, teremos o valor&BE, mostrado abaixo [6].

M, =P_H'(HP, H" + R)™". (2.63)

Como mencionado anteriormente, tem-se que:

lim M =0. (2.64)
P, -0

Uma outra analise pode ser feita quando a incerteza sobre a medicao,Rpalinzinui. Desta forma,
a estimacae, deve ser mais utilizada no célculo do estago Logo o valor deM ;. deve permitir que
isto aconteca e este raciocinio € comprovado quando é calculado o limite.abaixo

lim M, = H ' (2.65)

—0

Neste casdV];, tem seu valor maximo, deixando

& = H 'zp. (2.66)

A justificativa para a equacao (2.62) esta no fato da mesma refletir a médsrdaigdo dos estados
do sistema, sendo esta condicionada a partir de todas as meglig@egra de Bayes). Para este trabalho,
basta a idéia de que ainda sdo mantidos os dois momentos da distribuicadé¢ed@ams) e (2.58)) [6].

Desta forma, o ultimo elementoposterioria ser calculadaPy,, sera [6]:

P, = (I - M,H)P;. (2.67)

Com esta equacéo é concluida a etapa de “correcdo” do algoritmo. Hstempdo ser representado
pelo diagrama da Figura (2.1).

g

Py Predicdo
iiﬁ_ =PF_1 +Tupq

P —0P;_ 07 +Q

Corregdio
M =P H (HP H" + R)™
ip =@, + My(zr — Hiy) [
Pp=—-MH)P;

Figura 2.1: Diagrama do algoritmo para o filtro de Kalman Discreto.

A partir de uma estimacéo inicialy dos estados, e uma covariancia inicial dos mesrips,cada
nova iteracéo do algoritmo nos levara a uma estimacéo 6tima dos estados, amsegatimacao na qual
€ minimizado seu erro.
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2.2.2.2 Filtro de Kalman Estendido

Para sistemas nos quais ndo é possivel representar os estados eosgrelmdos por uma equacao
estocastica linear, deve-se utilizar o filtro de Kalman Estendido.

Tendo entéao:

xp = f(®p—1, uk—1,Wk—1), (2.68)
ZE = h(mk,vk). (269)

Onde f(xg_1,ux—1,wi—1) € h(x, v;) S840 ndo-lineares &y, e vy SA0 respectivamente os ruidos
presentes no processo e na etapa de medigcdo. A distribuicag detd representada na equacéo (2.50)
e a distribuicdo de;, na equacao (2.51). Assim, considerando as mesmas representag@ssados e
covariancias priori e aposteriori pode-se linearizar as equacdes (2.68) e (2.69) e obter [6]:

xp, ~ @, + Pp(er_1 — 1) + Wiwy_1, (2.70)
Zr = 2];+Hk($k_ﬁ7;;)+vk'vk—1' (2.71)
Onde:
z, = f(@r-1,ur-1,0), (2.72)
57 = h(ag,0), (2.73)
O .
Priy) = axij]](mk—lauk—lao)» (2.74)
Ofw .
Wk[i,j} = 6w[[]]'}($k1,uk170)7 (2.75)
Ohy
Hyjij) = am;(wkl,o), (2.76)
Ohyy
Vg = av;(m’“—l’o)‘ 2.77)

Desta forma, além de uma estimagépriori dos estadosy,, também existe uma estimacagriori
da medicao, aqui chamada glg. Sao entéo obtidos os erros referentes aos estados e a medicéo:

€k = Tp— T, (2.78)
~ ®(xp_1 —&_1) +ex onde ple,) ~ NO,WQWT), (2.79)

ex = zp— %z, (2.80)
~ H(xy — 2, )+ p, (2.81)
He,; + i onde p(u) ~ N(0,VQVT). (2.82)

O valor representado per,;. € justamente a inovacao do modelo de Kalman, ja que representa a
diferenca da medicao atual, e seu valor esperade, , obtido porh(ﬁ:,;, 0).

A matrix de covariancia de,;, € P, e tera o valor [6]:
P, = ®,P;_1®] + W, QW] (2.83)
Pode-se obter uma relagéo entgee z, similar a equagao (2.62) que minimize a matriz de covariancia
do erroe,,. Pode-se entdo ponderar a participacdo da inovacao do sistema o dalgy. Deste modo,

€ obtida a equacéo abaixo [6]:
x, = i]; + My (zr — h(i;, 0)). (2.84)
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A equacao (2.84) foi escolhida pelo mesmo motivo da equacao (2.62pjamurepresentar a média
da distribuicdo condicionada=s, de ;. Com isso, 0S mesmos passos utilizados para encontrarmos as
equacles (2.63) e (2.67) foram utilizados para encontrarmos aegyag5) e (2.86) [6].

M, = P_H}I(H.P_H} + VRV, (2.85)
P, = (I-MH,)P;. (2.86)

Com isso, ja foram obtidas todas as equacdes necessarias parsaadetapredicdo” e “correcao”,
tendo o algoritmo representado no diagrama da Figura (2.2). Este é muito aetealb da Figura(2.1),
contudo é necessario calcular as matrikgs H,, W, e V. a cada iteracao.

- ' Predicdo
Py P

r, = [f(®r_1,ux-1,0)
P =®, Py 1@, + W, QWL

Corregdo
My =P Hl(HP;H} +ViRV])™
— @ =a; + Mi(z, — h(2,0)) l—
P = - _-"'tf;;H.r\-}P;\_.

Figura 2.2: Diagrama do algoritmo para o filtro de Kalman Estendido.

2.3 CONTROLE NO ESPACO DE ESTADOS

O controle proporcional no espaco de estados é relativamente simpiés. Ura sistema representado
da mesma maneira encontrada nas equacdes (2.32) e (2.33):

Trr1 = Pxp + Tuyg, (2.87)
Yy, = Hzxp+ Ju. (2.88)

Inicialmente sera admitido que todas as variaveis de estado estao dispoasadsa) depois serdo adi-
cionados os sinais dos estimadores e comprovado, pelo Principio da¢@paue os polos do controlador
permanecerao os mesmos [5].

Deste modo, admitindo que ainda n&o é analisada uma entrada referéniaie, eoletrole do sistema
seré:
U = —Ka:k. (289)
Substituindo na equacéo (2.32), é encontrada a equacao do #gtado
LTp+1 = (I)(Bk — I‘Ka:k, (290)
= (® —TK)x. (2.92)

Para um sistema de ordem é necessario escolher ng6los do sistema controladd),: = 1...n.
Sera entdo encontrado um valor p#fade modo que os coeficientes glei = 0...n sejam 0sS mesmos
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nas equacdes (2.92) e (2.93).

|2I —® +TK| =0, (2.92)
(z=B1)(z—PB2) - (2= Bn) = 0. (2.93)

Contudo, quando é necessario 0 uso de estimadores, a realimentacsabseros estados estimados.
Maodificando a lei de controle [5]:
up = —Kxy. (2.94)

Em queK é o ganho de realimentagéo do sistemas em gque todos os estados eramtaddsremais
uma vez ndo é considerada ainda uma entrada referéncia para o siststeanbdo, tomando o Estimador
Preditivo como exemplo, tem-se:

Tpr1 = Pxp—TKuxy, (2.95)
= @ack — FK(:Ck — ek). (296)

Ondee;, é nosso erro de estimacao. Utilizando a equacao (2.38) sédo obtidagjdae8es combinadas
que representam todo o sistema [5].

|: Lh+1 :| - |: 'K ¢ -T'K Iy ’ (297)

Assim, a equacao caracteristica do sistema é dada por [5]:
2I —®+ L,H 0

TK zI — P +TK

|2 —®+ LpH||zI —®+TK| = oa2)a.(z)=0. (2.99)

= 0, (2.98)

As raizes do polinémiae.(z) séo os poélos do sistema controlado (a partir da realimentacdo de todos
os estados), @.(z) é o polindmio no qual as raizes séo os polos do estimador [5].

E possivel entdo substituir nas equacées (2.36) e (2.43) as devilimentacoes dos estados e obter
os valores der;,, respectivamente para o Estimador Preditivo e o Estimador Corrente. Substiguin
equacéo (2.59) em (2.62) e substituingo ; temos o valor det; ., para o Filtro de Kalman. Estas
estimagdes estdo mostradas abaixo [5]:

Estimador Preditivo 41 = (® —TK — LpoH)x), + Lpy;, (2.100)
Estimador Corrente 2,41 = (® -T'K - L.H® + L.HTK)z), + L.y, 1, (2.101)
Filtro de Kalman &34, = (# —-TK - M H® + M HTK)Z) + Myz;1. (2.102)

Pode ser observado que a férmula para o estimador com Filtro de KalmaetDiécbem similar a
entrada para o Estimador Corrente, contudo vale lembrar que a matriz deragéio da inovacad/
deve ser recalculada para cada nova amastra

2.3.1 Adicionar entrada referéncia

Até agora apenas sistemas em que ndo ha entrada referéncia fordatestuPorém, muitas vezes é
necessario que o sistema atue de forma a seguir uma referéncia, owat@segtrajetéria. A alteracao
da lei de controle para sistemas nos quais € necessaria uma entra@aciafafio é dificil. Tomando
inicialmente um sistema em que ndo é necessaria a estimacéo de estados, tem-se:

Trr1 = Pxp + Tuy, (2103)
y, = Huxy. (2.104)
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O sinal de controle entéo sera [5]:

up, = —K(zp—x,), (2.105)

onde =, = N,r (2.106)
e y. = Hx,, (2.107)

= HN,r. (2.108)

E preciso encontrar a matr¥ , que transforme a referénateem um estado referéncig. Em seguida
€ necessario estipularde modo ao alcancarmos uma sajdalesejavel.

Contudo, em muitos sistemas, o valor do sinal de controle em regime estaxiopamao sera nulo.
Deste modo, a equacao (2.105) ndo estaria correta, ja que o vetor die @staegime estacionario,
deveria ser,., logou,s seria igual a zero.

Para resolver este problema, basta que adicionar na equagaaigetermo que dependa diretamente
da referéncia, tendo entéo [5]:

up = —K(xp — o) + ugs ,onde ugg = Ny 7. (2.109)

Se ha um sistema em que € necessério 0 uso de estimadores, apenasérineléerar a equacao
(2.109) substituinde:;, para a estimagéo utilizada.

O diagrama da Figura (2.3) mostra como fica a topologia do sistema de controémtrada referéncia,
controlador e estimador de estados.

Estimador de estados k

Figura 2.3: Esquema da topologia de um sistema de controle com entra@acife estimador de estados.

2.4 CONTROLE OTIMO

O controle 6timo é caracterizado por encontrar uma solucdo 6tima para a Kidjtie € encontrada na
equacéo (2.89). Esta solucédo é 6tima em relacdo a atenuacao da vdoiapda de saida ou do vetor de
estados. Desta forma o problema de escolha dos possiveis pélos do smtémlado ndo estd nas maos
do projetista. Isto ocorre porque o controle 6timo € baseado na proewnaa matrizK que minimize
uma funcéo de custo [5]. Esta funcédo pode ser representada como:

N
1
J = 5 kz_o(folxk + ul Qauy). (2.110)
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As matrizesQ1 e Q2 sdo diagonais e com elementos positivos ou nulos. Estas matrizes s&o respo
saveis por ponderar respectivamente o quadrado dos termgsedg,,. Com o aumento o valor da matriz
Q1, esta sendo forgada uma minimizagdo maior da variacdo dos estados, g egtadns irdo compor
uma parte mais significativa no calculo deA mesma idéia é vélida patg, quando € elevado o valor de

Q2 [5].

Deste modo, o projetista s6 precisa estabelecer o quando o controlgesta@ado em minimizar os
estados e o sinal de controle. Os pélos encontrados para o sistemacgeris que resolverdo o problema
de forma 6tima.

Uma das maneiras encontradas para solucionar esta equacao de autiiieazao de multiplicadores
de Lagrange [5]. Tendo um sistema:

Tir1 = Pxp+ Tuyg, (2.111)
—Trr1 + Pxp +Tup =0. (2.112)

Como a equagéo (2.112) é nula, podemos multiplica-la por um multiplicador dangeh; ., e
adicionar na equacéo (2.110) e obter [5]:
N

1 1
g — Z(im{czlwk + §u£ Q2up, + A1 (— i1 + Py, + Tuy)). (2.113)
k=0
Deve-se entéo encontrar os valoresegeu, € A;41 que minimizam a equagao (2.113). Deste modo,
tem-se:

o.J'
Sy = uf Q2 + A 4T =0, (2.114)
a.J'
e — + ®x), + Tuy, =0, (2.115)
28 T T T

E necessario ent&o encontrar uma solugéo para as trés equacgdes abaix

Trr1 = Pxp + Tuyg, (2.117)
w, = —Qa'TT N1, (2.118)
Aip1 = TN, — @ TQqay. (2.119)

Desta maneira, apenas € necessario conhecer os valores ipjciaise Ay para resolver o problema,
contudo nao é conhecido o valor Ag.

Analisando a equacao (2.117), pode-se verguyendo influenciar , logo seu valor deve ser nulo de
forma a minimizarmos a equacgéo (2.113). Pela equacéo (2.118), temos eaf&e.g = 0. Logo, pela
equacéo (2.119):

)\N = leN' (2120)

Contudo, ainda assim foi obtido o valor fial;, enquanto s&o conhecidos apenas o valores iniciais dos
estados. Um método chamaslweep methodesenvolvido por Bryson e Ho (1975) resolve este problema
[5]. Ele assume que:

Ak = Spxy. (2.121)
Substituindo na equacéo (2.118) a equagéo (2.121), tem-se:
up = —(Qa+T78,T)'ITS,  Pxy, (2.122)
= —R'I7S, Pz, (2.123)
onde R = Qy+TI7S, . T. (2.124)
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Substituindo agora na equacéo (2.119) e utilizando a equacdo (2. @&

Skxy = ®TSpnixp + Qi (2.125)
= @781 (Pxy + Tug) + Qrey, (2.126)
= &S (Px), — TR TS 1 ®ay) + Quay, (2.127)

agrupando: (S, — ®7S, 1@+ ®TS,  TR'TTS, ®—Q1)x;, =0. (2.128)

Como esta equacéo deve ser nula para .gd@ encontrado:

Sk = ®7(Spp1— Sk TRT'TTS1)® + Qu, (2.129)
= &M ®+Qn, (2.130)
onde My, = (Sit1— S PRITTS, ). (2.131)

A equacao (2.130) também é chamadadeacdo de Riccag como esta nao € linear, sua solugédo é
dificil [5]. Contudo € possivel encontrar os valoresSjeatravés da recursividade dguacao de Riccati
Para isso, é substituida a equacéo (2.121) na equacao (2.120):

Sy =Q1. (2.132)
ComoAy;1 = 0, através da equagédo (2.121) pode-se percebeSque = 0. Agora, apesar das

iteracdes serem realizadas do ponto final para o inicial, podemos caludder termosS;, e com estes
substituir na equacéo (2.123) obtendo o sinal de controle. Modificantesaa, tem-se:

u, = —R'TTS, ®xy, (2.133)
U, = —Kka:k, (2.134)
portanto K; = R'I''S, ®. (2.135)

Desta forma, é encontrado um ganho étimo variante no tempo, e como sda néaltcenvolve qualquer
valor inicial =y, pode-se utiliza-lo para diversas condi¢des iniciais de um mesmo sistermaudGoe
preciso estipular um nimer® de iteracdes que levariam o sistema ao regime permanente [5].

Uma boa sugestéo para escolha da matriz de ponde€agéa seguinte [5]:
Q1 =pH"H. (2.136)

Dessa maneira, é encontrada uma matriz diagonal onde o multiplicpdodera, da mesma maneira,
todos os estados que compde a saida.

Foi possivel encontraK ;. para cada iteracdb aték = N. Entretanto, muitos sistemas devem fun-
cionar por muito tempo, sistemas que controlam satélites, por exemplo, fumgimmanos. Deste modo,
deve ser possivel utilizar um método de controle 6timo que encontre um ealdrglie seja 6timo por
tempo indeterminado. Este valor é chamadddlg pois seria o0 valor do qudk se aproxima quando o
tempo vai para infinito (regime permanente). A solugédo deste problema édhaelaQR Steady-State
Optimal Contro] onde LQR esta patainear systems Quadratic cost Regulafs}. Contudo para calcular
K ., deve-se encontre ., através da equagao:

Seo =@ (S — S TRTTS)® + Q;. (2.137)

Esta por sua vez é chamada Heuacédo algébrica de RiccatiResolvendo-a, é obtido o valor de
S, podendo entdo substitui-lo na equacao (2.135) e obter o valAf.de Contudo, muitas vezes nédo
€ possivel encontrar solugéo para esta equacédo, sendo necess#TiEr a uma solucao numérica para a
mesma [5]. O MATLAB possui uma funca@tiqr.mque encontra o ganho étimo para o regime estacionario.

Muitos dos softwares que solucionariquacgéao algébrica de Riccattilizam de um método chamado
de Decomposicao em autovalorfs. Este método contudo ndo sera abordado neste trabalho, apenas fic
como sugestdo a quem procurar entender mais sobre o assunto.
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3 METODOLOGIAS E RESULTADOS

3.1 INTRODUCAO

Para o desenvolvimento desse trabalho, antes de tudo é preciso cantmeckslo dindmico do sistema
ilustrado na Figura (1.5). A partir da modelagem dinamica, pode-se cogjtargo ndo-linear o sistema
realmente €, e a partir disso, pode-se escolher qual algoritmo numéripaZdmrepresentar a dindmica
real do péndulo durante o seu movimento. Isto é necessario ja que dpéedurepresentado a partir de
um sistema de equagodes diferenciais.

Possuindo entdo uma simulagéo confiavel, serdo utilizados os topicos jéadpsao capitulo 2 para
desenvolver finalmente o controle do sistema.

Finalmente sera desenvolvida uma plataforma de simulacao que permite, amtes idgplementacao
pratica do péndulo duplo invertido como aqui estudado, testar as catftas fisicas possiveis (compri-
mento das barras, massa das barras, torque maximo necessario aoanotgas aceitavel do torque do
motor, entre outras), bem como técnicas de controle.

3.2 MODELAGEM DO SISTEMA

A modelagem do sistema foi feita a partir de diagramas de corpo livre. A darSistema ja repre-
sentado na Figura (1.5), obtemos o diagrama de corpo livre para arfariar do péndulo, que iremos
chamar a partir de agora diek1, € 0 diagrama de corpo livre para a barra superiak;,.

Ay

Link 2

Link 1 o

D2

Ax

P1
D1 Ay

A A
k k

(a) (b)

Figura 3.1: Os graficos (a) e (b) correspondem respectivamenttiagyamas de corpo livre donk, e
linkg.

O pontoO representa o eixo do motor a qual sera conectadolq, o0 pontoA representa a junta que
une as duas barras do péndulo duplo. Os pdafios G2 indicam os centros de massa pailad:; elinks,
respectivamente. Serd considerado que as barras possuem os demtrassa em seu centro geométrico.

Para o modelamento matematico, os angulos de cada uma das barras enaretagzimtal seréo rep-
resentados pdt; e 6y, como mostrado nas Figuras (3.1(a)) e (3.1(b)). A velocidade anguaagleracao
angular, o comprimento e a massa de dad&;,i = 1...2 seréo representadas respectivamente.por
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oy, l; em;.
Serdo considerados ainda o amortecimento provocado em cada junttopglesD, e D,, que sédo
[7]:
D, = djw, (3.1)
Dy = dy(w2 —w1). (3.2)

Os coeficientes de amortecimento das juntas do pOn¢oA sao respectivamentg e d.. Quando
ambos coeficientes de amortecimento sdo nulos, estara sendo repmesettatportamento do péndulo
duplo invertido ideal, no qual ndo h& perda de energia.

Respeitando o sentido dos vetores unitarios aqui utilizatop & l%) e representando a aceleracéo
gravitacional pog, pode-se obter as equacgdes de movimento do sistema:

Diagrama de corpo livre diank;.

l
ZMO —ALl Sin(91) + Ayll COS(el) + T — dyw + dQ(cL)Q — wl) _ miga COS(91) =Ip1ag. (33)
Diagrama de corpo livre dianks.
ZF‘T . —Ax = agG2xMmM2, (34)
Z Fy : _Ay — Mm2g = aG2zM2, (35)
—Azly . Al
Z Meaoy 5 2 sin(62) + 2 cos(b2) — da(wa —w1) = Igoas. (3.6)

A equacao (3.3) indica o somatério dos momentos aplicaddsn@g com relacdo ao pont® na
direcéo do vetor unitari@. O momento de inércia diank; em relagdo ao pont® é dado potlp; € 0
torque aplicado pelo motorE&.

A equacdo (3.4) indica o somatério de forcas aplicadaksmie na direcdo do vetor unitario de A
equacdo (3.5) representa também o somatério de forcashg agora na direcdo do vetor unitarjo
E finalmente, a equacgéo (3.6) representa o somatério dos momentos apticadosacdo ao centro de
massa ddink, na direcéo do vetor unitarie.

O momento de inércia dank, em relacdo ao seu centro de maG22 I;». Também estdo represen-
tadas as acelerac6es.. € ag2, do centro de massa dink, com diregoes e j, respectivamente.

Contudo, apenas estas equacdes ndo sao suficientes para redokistona. Deste modo, é necessario
encontrar outras representacdesige, € a2, para entdo encontrar os valoresAige A, (forcas pre-
sentes no pontd). Para isso sera utilizado o conceito de aceleracéao relativa.

Primeiramente, € preciso encontrar a aceleracao linear do pontp Tem-se que:

ap = a0 +as/0- (3.7)

A aceleracgdo do poni0, ap, j& sabemos que é nula, pois este ndo se movimenta. A aceleracao relativa
entre 0 pontd e o pontoO representa a aceleracaoAl@ara um observador e@ [8]. Para calcula-la, é
necessario utilizar os vetores unitarios , que representam respectivamente a dire¢io normal de tangente
do movimento de um ponto no espaco [8]. A Figura (3.2) representa agsétoe ¢; que ajudardo na
determinacao dey.
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Link 1

fn

Figura 3.2: Vetores unitarias, et; paralinks.

O vetorn; representa a porcdo da aceleracdo centripeta do poreaquanto queé; a tangencial.

Temos entdo que:

apg = ao+as/0,
ay = lLw?hy +lLait; , decompondo nos vetore 7,
ay = li(—w}cos(6y) — aqsin(by))i

4+ li(—wisin(8;) + a1 cos(6y));.

Com o valor de: 4, é possivel agora encontrad:

aG2 = aA + aG2/A-

A Figura (3.3) indica os vetores unitarifs e ¢, que ser&o utilizados para definig 4-

Link 2

Figura 3.3: Vetores unitarios, e t, paralinks,.

Entao:
o l2 2 . 2
aga/a = 5(—w2 cos(f2) — ag sin(6s))2
l .
+ %(—w% sin(f2) + aa cos(62))7,
low? l
portanto agy = (—liwicos(hy) — Iy sin(6y) — 2Tw2 cos(f2) — %«2 sin(62))

5 laas

4+ (~Lw?sin(8y) + liag cos(6y) — b% sin(f2) + 5 cos(62))7.
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Agora sao conhecidos os valoresadg, € agay:

2

acoe = (—liw?cos(61) — Loy sin(6;) — b% cos(fs) — 12% sin(6s)), (3.14)
9 . lwi . laan

agzy = (—lLwysin(6y)+ oy cos(fr) — N sin(6s) + 5 cos(62)). (3.15)

Pode-se entdo substituir respectivamente os valoresges ago, Nas equacdes (3.4) e (3.5). Obtendo:

low? l
Ay = ma(liw? cos(0) + liaq sin(f) + QTWQ cos(ba) + %“2 sin(62)), (3.16)
9 . laws . laas
Ay = mo(liwisin(6r) — lioq cos(01) + N sin(fs) — N cos(f2) — g). (3.17)

Substituindo os valores dd, e A, nas equacdes (3.3) e (3.6), e utilizando algumas identidades
trigonométricas:

l
Ioray = T —dyw +do(we —wy) — mig cos(61) — malyg cos(fy)
2 lily, o .
+ mo(—liar + 7(&12 sin(fy — 61) — ap cos(02 — 61))), (3.18)
mol
IGQOQ = —dg(ujg — wl) — 2229 COS(@Q)
l%ag lllg 2 .
+ mg(—T + T(_wl sin(fy — 61) — g cos(f2 — 61))). (3.19)

Resolvendo um sistema com estas duas equacdes, obtém-se:

(mgl% + 4]@2)]\71 — (2m2l1l2 COS(92 — 91))N2

o] = D y (320)
—(2 — 601))N1 + 4(mol? + Io1)N:
oy = ( mglllQ COS(92 91)) 1 + (m2l1 + 01) 2’ (321)
D
1
onde Ny = T+ djw; —da(wy —wy)+ imlllg cos(61)
1
+ m2l1 COS(91) - §m2l112w§ Sin(eg - 91), (322)
1 1
Ny = do(ws —w1) + §mglgg cos(f2) + §m2l1l2w% sin(fy — 61), (3.23)
D = —m3l313 — 4mol3lay — Ioimals — 4Io11ge + mil313 cos®(Aa — 61).  (3.24)

O momento de inércia de cada uma das barras do péndulo depende diretdarmntdéormato. Daqui
em diante, estas barras serdo analisadas como “barras esguiagja,aué® possuem espessura. Deste
modo, pode-se substituir em ambas equacdes (3.20) e (3.21) os valere®wohentos de inérciky; =
m1l?/3 e Igo = mal3/12 [8]. Deste modo:

B _12N,
a = 12(12mg + 4my — 9mg cos?(0y — 61))
18 COS(92 — 01)N2
* l1l2(12m2 +4mq1 — 9mo C082(92 — (91)) ’ (325)
A 18 cos(fy — 01) Ny
l1l2(12m2 +4mq1 — 9mo COS2(92 — (91))
B 12(3m2 + ml)Ng ' (3.26)

mal3(12ma + 4my — 9ma cos?(02 — 61))
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Comow; = 6; ,a; = w; = 0; ei = 1...2, 0 sistema pode ser representado através das equacdes
diferenciais:

f(0,7) = 6 (3.27)
f1(01,61,09,6,,T) = 6y, (3.28)
f2(01,601,62,600,T) = 04,

—12N3
13(12mg + 4my — 9ma cos?(0s — 61))

18 COS(92 - 91)]\74
lll2(12m2 + 4mq — 9me 0082(92 — (91))7
f3(01,61,00,05,T) = 0o, (3.30)
f4(91501)927927T) = 925

(3.29)

18 COS(92 — 91)N3
l1l2(12m2 +4mi — 9mo COSQ(HQ - 91))
12(3m2 + ml)N4

. 3.31
m21%(12m2 +4m; — 9mo 0082(02 - 91))’ ( )
. o 1
onde N3 = —-T+di0— dg(ﬁg — 91) + §m1llg 008(91)
1 .
+ m2l1 COS(91) — 57712[1[2922 sin(92 — 91), (332)

1 1 .
Ny = dg(eg — 91) + §m2l29 008(92) + §m2l1l2012 Sin(92 — 91) (333)

Pode-se observar que as variaveis de estado do sistema s&o exatantente e 6-, ja que é possivel
modelar todo o sistema a partir das mesmas. E necessario agora determitgorimanumeérico para
resolver este sistema de equac0des diferenciais e entdo simular o péndalseaimcontrole.

A fim de serem utilizados estimadores de estados, nem todas as varidesmde serdo medidas
através de sensores. Por isso, deve-se definir um vetor saida dwgjsjee devera ter as duas variaveis
que desejamos controlad; e 6-.

Deste modo:
01
- o1 | 01
Yy = [92 ] =H 6, | (3.34)
02
1 0 0 O
onde H = [0 01 0]. (3.35)

3.3 APROXIMACAO NUMERICA DO MODELO

Com o modelo em maos, é preciso analisar qual algoritmo numérico pode dagspoata confiavel
ao sistema de equacdes diferenciais.

3.3.0.1 Método de Euler

O Método de Euler utilizara a informacao sobre a derivada da funcémlada no tempd, para
aproximar o valor da funcao no tempa- h [9]. Dessa forma, é necessério representar as derivadas das
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variaveis de estado do nosso sistema. Tem-se:

T (00 00,00,60,T), (3.36)
2 . .
% = f2(6h,01,02,05,T), (3.37)
% = f3(01,61,02,60,,T), (3.38)
d?0, . .
— = 01,01,65,.05.T). 3.39
75 f4(01,01,02,02,T) (3.39)
Tendo o vetoreg ef (z,T):
01 f1(91,9:1,92,9:27T)
01 f2(917917027927T)
— f T) = . . A4
v 02 1@ T) f3(01,61,02,62,T) (3:49)
02 fa(61,61,02,02,T)

A fungéof (x,T) ndo é variavel no tempo, logo, desde ja, € possivel discretizar a psagrelos
estadose. Deste modo, um estadg, ocorre no tempa, enquanto que o estadq. . ; ocorre ent + T's.
O intervaloT's € o tempo de amostragem do sistema.

O torque aplicado pelo motor ribnk; também pode ser modelado coffig contudo, ainda ndo sera
aplicado torgue ao sistema, ja que os valores aplicados devem ser obrigés dos métodos de controle.

A partir dai, € obtido por meio do método de Euler a primeira solucdo numériasopsistema de
equacdes diferenciais [9].
Tyl = T + Tsf (ack, Tk). (3.41)

3.3.0.2 Método de Runge-Kutta de quarta ordem

O método de Euler é aplicado sem grandes perdas quando o sistematapresevariacdo hdo muito
acentuada, ou seja, seu movimento é mais suave. Contudo, o péndulo slagidandeal € um sistema
extremamente cadtico [2], portanto, € necessario analisar outras poadislide solu¢cdo numeérica do
sistema de equacg0es diferenciais.

Uma solucéo numérica utilizando derivadas de ordem superior produma&esposta mais precisa,
contudo seriam necessarias as formulas dessas derivadas. Caontmdaainda ndo foi obtida a resposta
para o sistema, seus valores ndo sdo conhecidos.

O método de Runge-Kutta de quarta ordem utiliza-se da derivada primduagio para aproximar
as derivadas de ordem 2, 3 e 4 [10]. Isso é feito por meio do célculeridada da funcdo para o ponto
inicial , o ponto finake;; € mais dois pontos entre eles.

Aplicando o algoritmo ao nosso sistema é obtida a segunda solucdo numéeca patema de
equagcoes diferenciais [9]:

ki = f(zp T, (3.42)
ko = f(mp+ %,Tk), (3.43)
ks = f(mp+ %,Tk), (3.44)
ki = f(xp+ ks, Tp), (3.45)
Tl = -+ é(kl + 2ko + 2ks + ky). (3.46)
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A maior precisao da resposta nao pode ser garantida ao utilizar-mos o méfRdogk-Kutta, contudo,
na maioria dos casos ela é superior ao método de Euler [9].

Para analisar a diferenca das duas respostas foi desenvolvido untac&ionem MATLAB. A simu-
lacéo foi feita baseando-se numa configuracdo de péndulo dupltidaveue poderia ser implementada
fisicamente. Esta configuracdo e os valores iniciais dos estados est&senépdos na Tabela (3.1). Sera
utilizada uma aceleragéo gravitaciopak 9, 81m/s? para esta e todas as demais simulagdes.

Tabela 3.1: Configuracéo para simulacdo dos métodos de Euler e Ruttge& quarta ordem.

m1 (Kg) 0,3
m (kg) 0,5
I (m) 0,3
I (M) 0,3
di; (N.m.s) 0
ds (N.m.s) 0
Ts (s) 0,001
elmicial (rad) %
Qlim’cial (rad/s) 0
92micial (rad) g
92micial (rad/s) 0

A Figura (3.4) mostra como é representado o péndulo duplo invertido attasgmulacao no MATLAB
nas configuracdes da Tabela (3.1).

Simulacao Pendulo Duplo Invertido

0.6
0.4r1

0.2t

-0.4}

-0.61

Figura 3.4: Péndulo duplo invertido obtido para simulacdo no MATLAB.

Nas Figuras (3.5(a)), (3.5(b)) (3.5(c)) e (3.5(d)) estao respentwnte os valores encontrados durante
a simulacao paréy, 61, 62 e 0-.

Em azul estéo os valores obtidos com o Método de Euler, e em vermelhmidssocom o Método
de Runge-Kutta de quarta ordem. Em verde é representada a respestiecha obtida com o Método de
Runge-Kutta, porém corfis = 0, 0001s.

Pode-se ver que as curvas verde e vermelha seguem juntas até agesmante 6 segundos, enquanto
gue o Método de Euler em menos de um segundo ja havia se distanciat@eacgpletamente diferente
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Figura 3.5: Os gréficos (a), (b), (c) e (d) correspondem respectinte aos graficos dg , 6,, 65 e 65
obtidos durante simulagédo dos métodos de Euler e Runge-Kutta de quarta ord

das duas curvas. Contudo, ao ser adicionado o amortecimento nasrdaagfju= 0,01, do = 0,01) €
obtido nas curvas (3.6(a)), (3.6(b)), (3.6(c)) e (3.6(d)) um cotapaento diferente.

Este resultado indica que, ao ser reduzida a dinamica do sistema, o MétBdtedpermanece mais
tempo acompanhando a curva mais precisa do Método de Runge-Kuttartke apdam, e quando di-
verge desta, apresenta uma pequena diferenca na fase e magnitutlmsAsirvas de Ruge-Kutta agora
permanecem juntas até o fim da simulacéo, logo o menor tempo de amostragesncpara verde nao
melhora sua aproximacao.

A partir dos resultados obtidos, ha seguran¢a na escolha do Métodande-Rutta para resolver o
sistema de equacdes diferenciais. O tempo de amostrdgerm 0,001s também é suficiente para a
aplicacdo, ja que, como o sistema sera controlado, este deve ter um movimentoaisituave que o
mostrado nas Figuras (3.5(a)), (3.5(b)) (3.5(c)) e (3.5(d)).

3.4 ANALISE DO COMPORTAMENTO CAOTICO DO PENDULO DUPLO INVER-
TIDO

Ja decidido qual método sera utilizado para encontrar a resposta nuoh@isistema de equacdes
lineares representado pofx, 1), € possivel comprovar a caracteristica cadtica do movimento do péndulo
duplo invertido ideal.

A partir das condicbes da Tabela (3.1) foram obtidos para cada umaudae gariaveis de estado
dois graficos. Os graficos em azul representam exatamente os resaltdidlos com o Método de Runge-
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Figura 3.6: Os gréficos (a), (b), (c) e (d) correspondem respectinte aos graficos dg , 6,, 65 e 65
obtidos durante simulacao dos métodos de Euler e Runge-Kutta de quamnaayth amortecimento nas
juntas.

Kutta de quarta ordem para as condi¢cdes da Tabela (3.1), ja o grafiseremlho também utiliza o
mesmo método, contudo, a Unica diferenca das condi¢des de simulacao et micial def, que seré
/2 + 0,01 radianos. Apenas esta minima diferenca ja provoca um comportamento totadfifiereete
no péndulo. Isto esta elucidado nas Figuras (3.7(a)), (3.7(b))cBe/(3.7(d)).

Se for adicionado agora o amortecimento nas duas juitas: (0,01, do = 0,01), serdo obtidos os
gréficos (3.8(a)), (3.8(b)), (3.8(c)) e (3.8(d)). © movimento do pénfica muito mais suave e desse modo
perde sua caracteristica cadtica.

3.5 LINEARIZACAO DO SISTEMA

A fim de utilizar as técnicas de controle e de estimacédo de estados disseaadpgulo 2, € necessario
expressar linearmente o sistema no espaco de estados. E necessariecentér a uma linearizacéo local
do modelo.

A linearizagéo prejudicara o controle e a estimacao, ja que estes so skodccbrretamente se as
variaveis de estados estiverem em torno do ponto de operacao epi fpiwfa linearizacao.

A partir daquiT’, torque aplicado pelo motor conectaddiaé; , sera substituido pelo sinal de controle
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Figura 3.7: Os gréficos (a), (b), (c) e (d) correspondem respectinte aos graficos dg , 6,, 65 e 6,
obtidos durante simula¢gdo do comportamento caotico do péndulo duplo invdealo

u. Entéo, para um ponto de equilibfidxg, uy) = 0, tem-se:

bx = Féx+ Géu, (3.47)

y = H(x + x), (3.48)

onde F = f  (xo,up), (3.49)
G = fu(xo,up), (3.50)

Yo = Hax. (3.51)

Analisando a equacdqz, ug) = 0, percebe-se que:

élinicml
f (xo,u0) = fal@ouo) | _ 0, (3.52)
O2inicial
Ja(zo, uo)
portanto 61 ;,iciar = 0 ; O2inicial = 0. (3.53)

Deste modo, ndo é possivel obter um ponto de equilibrio para a lineargagieelocidade angular
inicial de ambas barras do péndulo nao for zero. Assjrleve ser responsavel por anular as aceleracdes
angulares iniciaiﬁl'miml eegim@l. Isso so sera possivel 8¢;,;...; = 5, POiS se dink; permanecer
parado dinks ndo ird se mover ja que ndo havera torque resultante sobre ele.

Substituindo entdo os valores necessariosegra admitindo um angulo inicial paralénk,, pode-se,
com ambas equaco¢s(xo, ug) = 0 e fa(xo, ug) = 0, chegar ao mesmo valor dg.
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Figura 3.8: Os gréficos (a), (b), (c) e (d) correspondem respectinte aos graficos dg , 6,, 65 e 65
obtidos durante simulag¢éo do comportamento cadtico do péndulo duplo invdegdcom amortecimento
nas juntas.

O calculo dos gradientds, (g, ug) ef ,(xo, uo) foi obtido com o MATLAB por meio da su8ymbolic
ToolBoxutilizando a funcagacobian.m Como estas equacdes sdo muito complexas e nao acrescentariam
muito a este trabalho, elas sdo unicamente encontradas no CD que acomp@¥mao.

O importante é que agora ja existe uma aproximacao linear em espaco de dstatema néo-linear.
E necessario agora discretizar o sistema considerando o retentoedezab.

Utilizando um tempo de amostrageiz = 0,001s e as equacdes (2.34) e (2.35), tem-se:

(5:Ek+1 = ®dxy + I'duy, (354)
Yy = H(0x+ xp). (3.55)

Utilizando os coeficientes contidos na Tabela (3.1) seriam obtidas as seguattezesp eT'.

[ 1,0000 0,0010 0,0000 0,0000
0,0364 1,0000 -0,0210 0,0000
® = 0,0000 0,0000 1,0000 0,0010 |’ (3.56)

| 0,0386 0,0000 0,0713 1,0000

[ 0,0000
0, 0269
T = | oo |- (3.57)

| 0,0286

O valor deu para o equilibrio seria dg 3527 Nm.
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3.6 CONTROLADORES E ESTIMADORES DE ESTADO

Ja possuindo o modelo em espaco de estados do sistema linearizado, prant&rserao desenvolvi-
dos os controladores. Sera possivel entdo analisar se o sistema poalgsdado se tivéssemos na saida
todos os estados do sistema.

Ao adicionarmos os estimadores, podemos entdo comparar sua eficiémois cesultados obtidos
apenas com os controladores.

3.6.1 Controlador no espago de estados

Da mesma forma que foi trabalhado na fundamentacao tedrica, primeiransstensa sera contro-
lado permanecendo a entrada referéncia sempre nula, em seguidaaditios um entrada referéncia
ndo-nula.

A lei de controle sera:
(S’U,k = —K(ka. (358)

A escolha dos pélos para o sistema continuo € uma etapa complicada destedaétoniwole [5]. Os
polos do sistema continuo devem ser escolhidos de forma que o sistemartiiosga ponto de aplicagao,
ou seja, saia da zona em que a linearizacao é confiavel, gageiéu devem ter valores reduzidos. Entdo
estes polos ndo devem ser nem muito rapidos, nem muito lentos. Abaixo sqiatosp;,i = 1...4
encontrados a partir de varias tentativas, bem como os respectivespdiominioz, 3;,i = 1...4:

P1 = —12 y P2 = —-10 p3 = -5 y P4 = _37 (359)
By = el TS =0,9881 By = P27 = 10,9900, (3.60)
B3 = el =0,9950 By = T = 0,9970. (3.61)

O ganho de realimentacd@d deve entdo resolver a equacao (3.62).
|2I —® +TK|=(z—01)(z—F2)(z— 03)(z = B4) =0. (3.62)

Foi utilizada a funcaplace.mdo MATLAB para resolver a equacgdo (3.62). Uma das limitacdes dessa
funcéo é que néo pode ser encontrdauando temos pélos repetidos, fator observado na escolha dos
polos do controlador.

O simulador entéo utiliza-se do Método de Runge-Kutta de quarta ordemepaiessentar o modelo
dindmico e os valores obtidos das variaveis de estado (valores medidesyetstos sensores) sao sub-
traidos dos seus valores iniciais para entdo serem utilizados na lei ddeoBtrvalorsu, é entdo somado
aug para poder ser utilizado no método de Runge-Kutta.

Para adicionar a entrada referéncia, precisamos antes de tudo aplicpdato de operacdo em que 0
sistema foi linearizado. Deste modo:

or = r—x, (3.63)
ox, = or. (3.64)
Alterando a lei de controle, tem-se:
oup, = —K(oxp— oxz,), (3.65)
contudo u, = Odup + ug + du,, (3.66)
onde du, = 1ugs— Ug, (3.67)
e folxr,uss) = 0, (3.68)
deste modo up, = dup + Uss. (3.69)
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Com a adicdo do terma,s ao sinalduy, € obtida uma ligacéo direta com o sinal de controle a partir
da referéncia, concluindo entédo a determinacéao do controlador.

As Figuras (3.9(a)), (3.9(b)), (3.9(c)) e (3.9(d)) mostram os redodtabtidos em cada variavel de
estado ao realizarmos o controle do péndulo de modo que este saisse desigaa micialz, para
uma posicao finak r;,q;, passando por posigcoes intermediarias equidistaritamas das outras. Nestas
posicdes sdo recalculadas as matriesT” devido a novas linearizacdes do modelo.

Contudo, ha desvios nos valores iniciaisége 65, chamados respectivamentedigvio; e desvios,
bem como ruidos na medicao das variaveis de estado. Os ruidos sdo medeladauidos brancos de
média zero e variancia de/9°. A Tabela (3.2) mostra os valores de todos os coeficientes utilizados na
obtencéo destes gréficos.

Tabela 3.2: Configuragdo para simulacao do controlador de espagosestdizando sensores para todas
as variaveis de estado.

mq (KQ) 0,3
ma (KQ) 0,5
Iy (m) 0,3
5 (M) 0,3
di; (N.m.s) 0,01
ds (N.m.S) 0,01
Ts (S) 0,001
O inicial (rad) T
01 iniciar (rad/s) 0
D2inicial (rad) 7
02iniciar (rad/s) 0
Hlfinal (rad) 3%
01 final (rad/s) 0
H2final (rad) %
02 final (rad/s) 0
desvioy (°) -10
decivos (°) 10

ruido de medicao SIM

Analisando a Figura (3.9(e)), pode-se perceber que o atuador éxitailoena etapa de correcao dos
desvios iniciaiglesvio; e desvios. Depois de atingido o equilibrio para a primeira referéncia intermediaria
emb ;.1 + 5°, 0 sinal de controle varia de forma suave, contudo, os erros de mediggwopagados
para 0 mesmo.

3.6.2 Controle Otimo

O sistema do péndulo duplo invertido deve ser constantemente controlado, &ssim, ndo ha um
namero finitoN de amostras no qual o sistema chega ao seu regime permanente. Desteeveds d
utilizar o controle LQR Steady-State Optimal Contradolucionando para no nosso sistemacmacao
algébrica de Riccafiequagéo (2.137).

Para resolver &quacéo algébrica de Riccafidi utilizada a funcéallgr.m do pacote de controle do
MATLAB. Esta funcéo tem como argumentos as matrizes do sist@ned, e as matrizes de ponderagéo

Q1eQa.

A matriz de ponderacaQ- € quadrada e de ordem 1, isso porque s6 ha um unico sinal de cantrole
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Figura 3.9: Os gréficos (a), (b), (c), (d) e (f) corresponderpeetivamente aos graficos e, 6, 0, 6> e
ug, obtidos durante simulacdo do controle do péndulo duplo invertido utilizandoedientes da Tabela

(3.2).

J& a matriz), foi determinada seguindo a sugestao da equacao (2.136). Foi ohtfdo en

Q1

pH"H,
10

=
o O O
o O O

o= O O

o O o o

(3.70)

(3.71)

Quanto maior o valor dg, os pélos 6timos atuarao de forma a minimizar a variacdo das variaveis de
estado. Quanto maidp,, os poélos atuaram de forma a minimizar o sinal de controle. Assim, para evitar
que um sinal de controle seja grande o suficiente para retirar o sisternaade trabalho@), deve ser

maior quep.
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Pode ser encontrado um vethr,:;,,, a partir da solucdo daquacao algébrica de Riccgbiara uma
simulagéo de péndulo duplo com as caracteristicas da Tabela (3.2), s cogficientep = 1 e Q2 = 10.
A nova lei de controle deve entdo respeitar a equagéo (3.72).

5’U,k = _Kotimo((;mk — (5:ET) (3.72)

Ao simular agora o sistema com a lei de controle da equacao (3.72), samsaigigraficos das Figuras
(3.10(a)), (3.10(b)), (3.10(c)), (3.10(d)) e (3.10(e)).

wl (rad/s)
=
»

1
0.5
NI AVANTANTAV N
v ¥
-05
. . . = . . .
0 5 10 15 0 5 10 15
tempo (s) tempo (s)
@ (b)
18 051
175 0 M@WW&M
1.7 0.5 W
5 165 7 -1
g 16 % 15
AN A\
155 ARV ARV -2
15 2.5
-3

0 5 10 15 0 5 10 15
tempo (s) tempo (s)

© (d)

U(k) (Nm)

I . ,
0 5 10 15
tempo (s)

(e)
Figura 3.10: Os graficos (a), (b), (c), (d) e (f) correspondespeetivamente aos graficos @e, 61, 6, 65

ey, obtidos durante simulacéo do controle do péndulo duplo invertido utilizandoafigientes da Tabela
(3.2) e controle 6timo com os coeficienies- 1 e Q2 = 10.

Pode entdo ser feita uma comparacao entre os poélos 6timos obtidos, colmsosgeélhidos anterior-
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mente para realizar o controle no espago de estados. Os polos ptjmgs.i = 1...4 sao:
Dlotimo = —10,8732 | Dajtime = —9, 2417, (3.73)
D3otimo = —4,6027 +0,46417 | Dagrime = —4, 6027 + 0,46417. (3.74)

Pode-se ver que os poélos 6timos dominantes sdo mais rapidos que os pdinardes escolhidos
previamente. Isto também pode ser visto comparando os graficos (34.(889(a)) e percebendo que o
primeiro chega mais rapido a referéncia.

3.6.3 Estimador Corrente

Como o nosso tempo de amostragémé relativamente alto com relacao ao tempo de processamento
computacional, o Estimador Corrente pode ser utilizado sem nos preéespagm atrasos embutidos no
sistema.

Como visto na se¢do 2.3, ndo ha prejuizo em utilizar os mesmos v&oeek ;... juntamente com
os estimadores de estados. Por isso, é possivel modificar a equafdd ¢2.forma a utilizar o controle
6timo e a entrada referéncia. Tem-se entao:

5wk+1 - ((I) - I\I(votimo - LchI) + LCHI‘Kotimo)éwk
+ (rKotimo - LCHI‘Kotimo>5xr + Lcéyk-t,-l: (375)
dup, = _Kotimo((sxk - 5.’B7~) (3.76)
Mas é preciso escolher os poélos do Estimador Corrente para res@wesacao caracteristica. Como

0s pélos do estimador devem ser muito mais rapidos que os pdlos do contrglade-se utilizar os
seguintes pologe;,7 = 1...4 no dominios para entdo encontrar 0s polés;,: = 1...4 no dominioz.

pe; = —b0 ,pes = =56 , pes = —bT7 ,pey = —58, (3.77)
Bey = P15 =0,9512 . PBey = P21 =0, 9455, (3.78)
Bes = P13 =0,9446 . PBey = P47 = 0,9436. (3.79)

A resolucéo da equacéo caracteristica do Estimador Corrente (3.&3go@ita com o uso da fungéo
place.mdo MATLAB , como foi feito para encontrak’.

|zI —® + LcH®| = (z — feq)(z — Pea)(z — Pes)(z — Pey). (3.80)

Durante o controle do sistema, seréo realizadas novas linearizactesmo nego a matriZ.. tam-
bém tera que ser recalculada para cada nova linearizacéo.

A simulacédo a partir dos coeficientes da Tabela (3.2), com aplicacao tfeleodtimo utilizando os
coeficientep = 1 e Q2 = 10, e utilizando o Estimador Corrente pode ser vista com as Figuras (3,11(a))
(3.11(b)), (3.11(c)), (3.11(d)) e (3.11(e)). Em vermelho estdoabsres reais das variaveis de estado,
enguanto que a suas estimacdes estdo em azul. A referéncia es@ntapiesa cor preta.

Pode ser visto que o sistema leva muito mais tempo para chegar na sua poai¢c&nfi@smo assim
h& um erro estacionério efq de 0.1 radianoss( 7296°). Este erro ocorre devido aos erros estacionarios
de estimacéao nas velocidades angulares de aiwbbse link,.

Pode-se perceber também que para cada mudanca de referéncia edestiomestados é compro-
metida. Ocorrem sobressaltos de todas estimacfes exatamente quando madefagncia. Neste
mesmo momento séo alterados o ponto de aplicacdo da linearizacdo, e toddszas mependentes
dex( eug sao recalculadas.

Mas, mesmo assim, o sistema pode ser controlado, e os estados estimadpsraBoegue sejam
encontrados resultados melhores utilizando o Filtro de Kalman, ja que este las estimacao étima
para cada nova;,.
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Figura 3.11: Os graficos (a), (b), (c), (d) e (f) correspondespeetivamente aos graficos @e, 61, 6, 65
euy, obtidos durante simulacéo do controle do péndulo duplo invertido utilizandoefigientes da Tabela
(3.2), controle 6timo com os coeficientes= 1 e Q2 = 10 e Estimador Corrente..

3.6.4 Filtro de Kalman Estendido

Para aplicar o Filtro de Kalman Estendido, é preciso utilizar uma solu¢cdo nanpéria o sistema de
equacdes nao lineares que modela o péndulo duplo invertido. Um bom naéiaida estudado é o Método
de Euler. Deste modo:

xp =xp—1 + Tt (-1, up—1) +wp—1 = f(Tr—1, ub—1,wk-1), (3.81)
Yy =Hxp +rp1 = h(@p_1,up—1,w5-1), (3.82)

onde p(w) ~ N(0,Q), (3.83)

p(v) ~ N(0,R). (3.84)
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Pode-se entdo encontrar a estimaggoiori a partir da equagéo (3.85).

i]; = &1+ Tsf (Bp_1,up_1)- (3.85)

As matrizesPy; j1, Wi j1» Hipij) € Vipi,;) Podem entdo serem obtidas:

91

(I)k[i,j} = P (Zr—1,Uk_1, 0) =TI+ Tsf ac(i'kfla Uk—1), (3.86)
L[]
9 fu)

Wi = (Zg—1,up-1,0) =1, (3.87)
W duy

Hy;, n = (Zx—1,0) = H, (3.88)
T oy

Ohi
Viig = gy @10 =1 (3.89)

J]

Substituindo o valor destas matrizes nas equacfes (2.72), (2.83),, (&) e (2.86), tem-se o
algoritmo do Filtro de Kalman Estendido para o péndulo duplo invertido.

Predicéo
531; = 1+ Tsf (ﬁzk_l,uk_l), (390)
P, = &.P,,19 +Q. (3.91)
Correcéo
M, = P,HI(H.P_H! +R)", (3.92)
Bp = @ + My, — Hap ), (3.93)
P, = (I- Mka)P]; (3.94)

Para dar inicio ao algoritmo, é necessario uma estimagéo igigialma matriz de covariancia do erro
de estimacéo inicialP,, uma matriz de covariancia do erro do proce@se uma matriz de covariancia do
erro de medicadr.

Tem-se quexy = xy. Para as matrizeB, e Q pode-se admitir que ambas possuem o formato:

1 0 0 0
0 01 0 O
Py = RO (3.95)
0 0 0 01 |
1 0 0 O
L0010 o0
Q =3y 01 0l (3.96)
(0 0 0 01 ]
onde o = 1. (3.97)

Para a matriZ), estd sendo assumido que a incerteza de modelamento dos estados quegedme
sdo medidos por sensorés,e #,, S80 menores que a variancia dos estados medigesf,. Como os
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estadod; e, apenas podem ser estimados, esta métgudara o algoritmo a chegar mais rapidamente
a uma matrizP;, minima, ja que ha confianca no modelo dimensionado.

Para a matriZ?, ha uma explica¢éo similar. Esta sendo considerado que a incerteza seluedade
inicial das barras é menor que a incerteza inicial da posicdo das mesrgasedta sendo admitido que o
erro de estimagéo de, é reduzido, e principalmente, o erro dos estados que nao podemos méetiiog in
agueles que tém sensores.

O valor admitido para a matri seré:

0,0019 0
R= 00,0019 | (3.98)

Anteriormente, ja foi elucidado que os sensores tém um ruido de distobuigal com média nula e
variancia del /9° = 0,0019 rad. Logo a matriz de covariancia do erro de medi¢&deve ter os mesmos
valores. ConsiderandR diagonal, estd sendo afirmado que os erros de cada sensor na®kEeram,
fato que nédo traz nenhum prejuizo para a nossa aplicagao.

As Figuras (3.12(a)), (3.12(h)), (3.12(c)), (3.12(d)) e (3.12¢fe)stram os resultados obtidos na simu-
lacdo do péndulo duplo invertido descrito na Tabela (3.2), utilizando oatertitimo com os coeficientes
p =1eQs = 10, e estimagéo por Filtro de Kalman Estendido. Nos graficos onde foraesepgadas
as variaveis de estado existem 3 curvas. Em vermelho esta o real valardaveis de estado durante a
simulacéo, em preto a estimacao obtida gracas ao Filtro de Kalman Estendidmreazul a referéncia.

Como ja era esperado, a estimagéo utilizando o Filtro de Kalman Estendido é npgitmsa obtida
com o Estimador Corrente. Nao sdo observados saltos na estimacéie @gunaudanca do ponto de oper-
acao da linearizacdo, como visto anteriormente na utilizacdo do Estimadenteor® erro de estimacéo
estacionario € bastante reduzido, e principalmente, a partir destes resydtatk-se utilizar apenas sen-
sores de posicao angular para ambas barras, diminuindo o custo do.proje

3.7 ANALISE DE CONTROLABILIDADE E OBSERVABILIDADE

Jéfoi visto que a configuracdo utilizada na Tabela (3.2) produz um sistartralavel, todos os estados
podem ser alcancados pelo sinal de controle, e observavel, todstadssepodem ser estimados pela uma
leitura das saidas do sistema [5].

Para identificar outras configuracdes de péndulo duplo invertido, @stasn ainda manter as pro-
priedades de controlabilidade e observabilidade. Deve-se primeiranideteas matrizes de controlabili-
dadeCO e observabilidad® B [7].

CO = [ oI T &°T], (3.99)
H
H®

OB = | oo |- (3.100)
H®?

Assim, se ambas tiverem posto 4, o sistema sera controlavel e obseMagehdo temos nenhuma
informacao quantitativa sobre estas propriedades.

Uma das ferramentas que pode ser utilizada para quantificar o quao @ento gosto inferior a 4 as
matrizesCO e OB estéo € a decomposi¢cao em valores singulares, SVD (Singular Valuenpesion)

[9].
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Figura 3.12: Os graficos (a), (b), (c), (d) e (f) correspondespeetivamente aos graficos @e, 61, 6, 65

euy, obtidos durante simulacéo do controle do péndulo duplo invertido utilizandoefigientes da Tabela
(3.2), controle 6timo com os coeficientes= 1 e Q2 = 10 e Filtro de Kalman Estendido.

A decomposicéo em valores singulares mostra que tendo uma mgfrjz:

A = UWVT, (3.101)
o1 0 e 0
0 o9 ... O

W = T . (3.102)
0O 0 ... o,

A matrizU é m X n eV é quadrada de ordem Ambas matrizes sédo ortogonais, e os valores da
diagonal d&¥V s&o os valores singulares, ¢ = 1...n da matrizA [9].
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O menor valor singular del indica a distancia do posto d& para um posto ndo maximo. Logo se
algum dos valores singulares for nulo, a ma#indo tera posto maximo [11].

Para diferentes configuracdes pode-se decompor as mait2e=sO B obtidas em seus valores singu-
lares e obter um gréfico a partir de seu valor singular minimo. Serdo amalsaelacdes existentes destas
duas propriedades com as posic¢des de equilthreds, as massasi; € my € 0s comprimentos e ls.

Nas Figuras (3.13(a)) e (3.13(b)) esta representada a variac@abodsimgular minimo com relacao a
posicdo de equilibrid, e 0, para as matrizes de controlabilidade e observabilidade, respectivarNente.
Tabela (3.3) estdo representados como variam os coeficientes dacgdmdo péndulo para obter estes
dados.

Tabela 3.3: Configuracdo do péndulo duplo invertido para analise daladnilidade e observabilidade a
partir da variacao da posicao de equilibrio.

my (kg) 0,3
mz (kg) 0,5
ly (m) 0,3
lo (M) 0,3
d; (N.m.s) 0,01
dy (N.m.s) 0,01
Ts (s) 0,001
elinicial (rad) % C 3%
elinicial (rad/s) 0
GQinicial (rad) % . 3%
GQinicial (rad/s) 0

Estimativa Controlabilidade = cMIN Estimativa Observabilidade = cMIN

02 (rad) 05 05 01 (rad) 62 (rad) 05 05 61 (rad)

(a) (b)

Figura 3.13: Os gréficos (a) e (b) correspondem respectivamenaa@aosingular minimo da matriz de
controlabilidadeC'O e observabilidad€® B a partir dos valores da Tabela (3.3).

Os valores obtidos em ambos graficos sdo muito pequenos, mas mostranracheristica interes-
sante para o sistema. Os pontos onde 0 sistema € mais controlavel sdo steguenenos observavel,
e vice-versa. Isso pode ser explicado pelo fato que quando mais altidro de massa das duas barras
estiver, maior sera a energia armazenada, maior a dindmica do sistentanepoenor a observabilidade.
Contudo, quandé; = 7/2, uma pequena variagéo no sinal de controle provoca uma grandeianac
base ddink,, potencializando o controle.

Os gréficos (3.14(a)) e (3.14(b)) foram obtidos através das coafiges possiveis do péndulo a partir
da Tabela (3.4). Estes mostram que as propriedades de controlabilidadereabilidade variam pouco
com relacdo a variagdo dos comprimentos das barras.
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Tabela 3.4: Configuragéo do péndulo duplo invertido para andlise dalatnlidade e observabilidade a
partir da variagdo do comprimento das barras.

m1 (Kg) 0,3

ma (Kg) 0,3

I (m) 0,05...0,6
I (M) 0,05...0,6
di; (N.m.s) 0,01

ds (N.m.s) 0,01
Ts (s) 0,001
Hlinicial (rad) %
O1inicial (rad/s) 0
02inicial (rad) %
92inicial (I'ad/S) 0

Estimativa Controlabilidade = cMIN Estimativa Observabilidade = oMIN

(a) (b)

Figura 3.14: Os gréficos (a) e (b) correspondem respectivamenaa@aosingular minimo da matriz de
controlabilidadeC'O e observabilidad€® B a partir dos valores da Tabela (3.4).

Os gréficos (3.15(a)) e (3.15(b)) representam respectivament@eamdo valor singular minimo das
matrizes de controlabilidade e observabilidade para uma variacido da raasebas as barras. Os valores
utilizados para obter estes graficos estéo relacionados na Tabela (3.5).

Tabela 3.5: Configuragdo do péndulo duplo invertido para analise daladnilidade e observabilidade a
partir da variacdo da massa das barras.

1 (kg) 01...2
ms (kg) 01...2
I, (m) 0,3
Iy (M) 0,3
dy (N.m.s) 0,01
da (N.m.s) 0,01
Ts () 0,001
elinicial (rad) %
elinicial (rad/s) 0
02inicial (rad) %
02inicial (rad/s) 0

A partir dos graficos (3.15(a)) e (3.15(b)), pode-se observaigistema torna-se mais controlavel
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Estimativa Controlabilidade = cMIN Estimativa Observabilidade = oMIN

x107" X107

NO B N W A G O

w1 (g 00 M2 (g wt () o0 w2 (g

@) (b)

Figura 3.15: Os gréficos (a) e (b) correspondem respectivamenaa@aosingular minimo da matriz de
controlabilidadeC'O e observabilidad€® B a partir dos valores da Tabela (3.5).

guando as barras possuem massas reduzidas, enquanto que estasfichservavel quando maiores as
massas. A observabilidade também é beneficiada quando a mdssa.dd superior a ddink;.

Estas informac8es podem auxiliar na montagem mecanica de um péndulonteptidlo na configu-
racdoarm-driven contudo ndo explicam totalmente o comportamento do mesmo durante uma simulagéo.
Isto ocorre porgue toda a analise sobre a controlabilidade e obseradbidimitada pela linearizagdo do
sistema.

Pode ser notada esta caracteristica ao tentar equilibrar o péndulo cgul@tin= 0. De acordo com
gréaficos (3.13(a)) e (3.13(b)) este sistema poderia ser controladmdooa simulacdo mostra que este
controle é impossivel. Nesta posi¢ao, o sinal de controle necessita de amda gariacdo para produzir
um deslocamento da base k-, e quando este o faz, o sistema ja saiu do seu ponto de operacao.

Através de simulag6es utilizando a configuracdo da Tabela (3.6), podbsaErvado que o sistema
deixa de ser controlavel quanépé inferior a aproximadamengg®.

Tabela 3.6: Configuracao para simulacéo do controlador 6timo utilizando o &dtKalman Estendido
para analise do limite de controle do péndulo duplo invertido.

m (kg) 03
ma (kg) 0,5
l1 (m) 0,3
lo (M) 0,3
dy (N.m.s) 0,01
da (N.m.s) 0,01
Ts (s) 0,001
Hlim'cial (rad) %
Hlim'cial (rad/s) 0
62inicial (rad) %
92im'cial (rad/s) 0
91 final (rad) 0
01 fina (rad/s) 0
62final (rad) 0
02 fina (rad/s) 0
desvioy (°) -10
decivoy (°) 10

ruido de medi¢dq SIM
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3.8 O SIMULADOR

O simulador produzido tem como funcionalidades possibilitar ao usuariosetigpéndulo duplo in-
vertido e simula-lo de diversas maneiras.

Dimensionamento fisico:

e O usuario pode escolher a massa e o comprimento de cada barra do péndulo
e Os coeficiente de amortecimentpe ds também podem ser modificados.

e O sinal de controle, bem como a velocidade angulatidb, podem ser saturados, podendo assim
simular o comportamento de diferentes atuadores para 0 mesmo sistema.

Controle;

e Pode ser utilizado o controle 6timo, ou o controle no espaco de estados.

e Ao escolher a utilizag&o do controle 6timo, o usuario pode modificar os ereéisp € Q- de forma
a ponderar a funcéo de custo (2.110).

e Ao néo utilizar o controle 6timo, o sistema sera controlado de modo a apresgpialos utilizados
na equacao (3.62)

Estimadores de estados:

e Podem ser utilizados o Estimador Corrente ou o Filtro de Kalman Estendido.

e O Estimador Corrente tera os polos utilizados na equacao (3.80), enguentoFiltro de Kalman
Estendido tera as suas matrizZBs, QQ, e R com 0s valores representados nas identidades (3.95),
(3.96) e (3.98).

e O usuario pode ainda escolher utilizar todos os estados realimentadogjapueagla variavel de
estado seria medida por um sensor.

A simulacéo:

O usuario pode escolher o ponto de partida e de chegada do péndulo.
e Em toda simulacéo as velocidades angulares iniciais de cada barra@esél®zadas nulas.

e O movimento do péndulo para a simulacéo a que ele foi configurado sempegrédoma janela do
simulador.

e Podem ser determinados os desvios iniciais nos angules..
e O tempo final de simulacdo também é determinado pelo usuario.

e Em todas as simula¢des havera ruido de medicéo nos sensores. Estenudlistribuicdo normal
de média nula e variancia d¢9°.

e O usuario pode escolher se quer simular o sistema como um reguladog pod® de equilibrio é
alterado levando o péndulo a posic¢éo final e a entrada referénciatétene nula (reguladores con-
secutivos), ou se quer usar um controlador que segue uma refefémutroladores consecutivos).

e Paraque a simulagdo tenha inicio, é preciso apenas que seja pressibnsmPLAY do simulador.
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e Ao fim da simulacdo, ao ser pressionado o botdo REFRESH, o péndulchyediaa a sua posicao
inicial.

Graficos:

e Se escolhida a opcao de geracao de gréficos, serao apresestgdaficos relativos a cada variavel
de estado e também ao sinal de controle.

e Para os gréaficos das variaveis de estado teremos em vermelho o valda neaiavel durante a
simulagéo, em azul o valor estimado por meio do Estimador Corrente, em pvatora@stimado
pelo Filtro de Kalman Estendido, e erian a referéncia.

e Se gerados os graficos, o botdo REFRESH quando apertado apagaeémos.

e Se ao fim de uma simulagdo na qual foram gerados graficos for mais urpeegsionado o botdo
PLAY, este iniciard uma nova simulacao e apagara os graficos anteriores.

A Figura (3.16) mostra a interface construida para o simulador.

Opcoes do Pendula

mitkg) | oz L) 0.3 diiMms)| gm
m2kg) | o5 L2(m) 0.3 d2(Mms)| gm

Simulacao Pendulo Duplo Invertido Opcoes da Simulacan

Partida Chegadsa

0.6F
Bngula (%) [ 45 Angula (%) [ 135

Angulo 2(%) an Angulo 2(°) an

0.4} Desvio Inicial Angulo 107) 10
Desvio Inicial Angulo 2(°) 10
Tempo da simulacao 20

0.2r

Cpcoes de Controle

Estimador de Estados | Fitro de Kalman Estendida g

Contrale Ctimo
Ro 1 @z 10

Saturacso do sinal de controle U (M m) 5

Saturacan da velocidade angular do motarirpm) =)

Sinulacao com;  |Controladores consecutivas ~

() Geracao de Graficos

Figura 3.16: Interface para o simulador.

Um exemplo dos resultados encontrados utilizando o simulador estd mosasaéigaras (3.18(a)),
(3.18(b)), (3.18(c)), (3.18(d)) e (3.18(e)). Neste caso, os ®aldos coeficientes que caracterizam a simu-
lacdo e as caracteristicas fisicas do péndulo estéo relacionados rmeénteErisimulacio da Figura (3.17).

Pode-se ver que a simulacgéo feita a partir da interface da Figura (3.233&g de ser implementada
fisicamente. A saturacdo no motor apenas prejudicou a fase de cod@s;@@svios iniciais em ambas
barras.
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Opcoes do Pendula
milkg) | 03 Liem | o3 ditms)| gm
m2(ka) | 0.3 Latm) | 02 d2Mms)| gm
Simulacao Pendulo Duplo Invertido Opeoes da Simulacan
Partida Chegadsa
0.5r
Bngula (%) [ 45 Angulo (%) [ 135
o G
04k Angulo 20 an Arngulo 20°1 an
Desvio Inicial Angulo 107) 10
0.31 Desvio Inicial Angulo 2(°) 10
Tempo da simulacao
02k 15
0.1r
Cpcoes de Controle
ot
Estimador de Estados | Fitro de Kalman Estendido v
-0.11 Controle Ctimo
Ro 1 az 10
—0.2}
Saturacao do sinal de coritrole U (M.m) 25
-0.3f+ Saturacan da velocidade angular do motarirpm) 50
0.4} Sinulacao com;  |Controladores consecutivas ~
—05}
. . . §
-05 0 05 (%) Geracao de Graficos

Figura 3.17: Interface para o simulador utilizada para estudo de possifeguracdo mecanica.
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Posigao Angular link 1. Velocidade Angular link 1.

o = A
2 \j o tessind _
g
ol w w V W H V Uw
2k
3k
08 Estimador Corrente Estimador Corrente
Filtro de Kalman Filtro de Kalman
0.6 Real -Ar Real
Referencia Referencia
04 . n , _5 . n ,
0 5 10 15 0 5 10 15
tempo (s) tempo (s)
@ (b)
Posi¢ao Angular link 2. Velocidade Angular link 2.
18 3r
1.75
2

17

“«muﬂuﬂvﬂwqﬂwmuwnuﬂwnﬂlv

5 16 @
& 155 wu ]
15
-2
1.45 " "
Estimador Corrente Estimador Corrente
Filtro de Kalman -3 Filtro de Kalman
14 Real Real
Referencia Referencia
1.35 . n , ” . n ,
0 5 10 15 0 5 10 15
tempo (s) tempo (s)

© (d)

U(k) (Nm)
o
o

tempo (s)

(e)

Figura 3.18: Os graficos (a), (b), (c), (d) e (f) correspondespeetivamente aos graficos @e, 61, 6, 65
euy para a simulacéo cuja interface esta representada na Figura (3.17).
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4 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi desenvolvido um estudo sobre a implementacdo de wraldancada experimental
para o estudo de diversas técnicas de controle. O sistema escolhidéoéntféndulo duplo invertido na
sua configuracdarm-driven

O péndulo duplo invertido possui duas saidas a serem controladasj@@nsub-atuado e ainda ap-
resenta um comportamento completamente ndo linear. Logo ndo é possial aplicesmo técnicas de
controle classicas. Deste modo, é um experimento muito interessante paéarmjoas de controle como
o controle no espaco de estados, controle 6timo e outras ainda mais magganagnplementadas.

Por utilizar apenas dois sensores de posi¢cdo angular, devem ser impléoseastimadores de esta-
dos. Estes podem ser obtidos através do espaco do estados, ouestgosérados por meio de métodos
estocasticos como o Filtro de Kalman. Estes estimadores serdo respopséeier estimativas sobre as
variaveis de estado que nao estdo diretamente nas saidas do sistema.

Apobs feito seu modelamento matematico e obtido o sistema de equagfes diferpreizasacteriza o
péndulo duplo invertido, foram sugeridos dois métodos numéricos molvédo: o Método de Euler e o
Método de Runge-Kutta de quarta ordem. O sistema apresenta uma dindmicalevaitia guando nao
consideramos 0 amortecimento provocado nas juntas do mesmo, e neste casdiétido de Euler ndo
obtém a preciséo desejada, logo foi utilizado o0 método de Runge-Kuttadea gqudem. Com este método
foram obtidos dados muito coerentes, o que permitiu utilizar um tempo de anestraigitivamente alto,
0,001s.

Com o modelo em méos foi sugerida uma configuragéo fisica para o p&hghkoinvertido (compri-
mento e massa das barras, e coeficientes de amortecimento), e foi pmestuelo das técnicas de controle
e de estimacao ja mencionadas.

Com era esperado, aquelas em que sao encontradas solucdes atintagrpalema de controle (con-
trole 6timo) e para o problema de estimacao de estados (Filtro de Kalman) peeaatleaos métodos em
gue o projetista precisa intuitivamente alocar os p6los do controlador aatid@mdor. Contudo, a lineari-
zagao do sistema para que fosse possivel a utilizacdo destes métodosasimaito reduzidas ao redor do
ponto de aplicacao da linearizacdo em que o modelo linear se aproxima-tinegioDeste modo, apesar
de uma analise de controlabilidade e observabilidade indicar que o pénghidoiivertido é controlavel
para todas as posi¢cdes angulares, foi visto nas simulacdes que istpossivel.

Foi desenvolvido um simulador com uma interface amigavel para que asaspossam simular as
diversas combinagdes possiveis a partir das técnicas estudadadpapEicos e modificando as carac-
teristicas fisicas do péndulo da maneira desejada.

Finalmente, este trabalho busca fornecer um apanhado de técnicastrdece estimacdo de estado
gue nao sdo comumente vistas nos cursos de Controle e Automacao e psdemiteis na aplicacédo
do péndulo duplo invertido, como em outros sistemas nos quais as técngsisadaao sao suficientes.
Principalmente, este trabalho visou fornecer um simulador confiavelguedibar no planejamento de
futuras implementacdes fisicas do péndulo duplo invertido.
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|. DESCRICAO DO CONTEUDO DO CD

No CD que encontra-se anexado a este relatério estdo os arquieovaleslas no MAPLE e MATLAB
gue auxiliaram na producdo do modelo dinamico, na solucdo dos problemmesicos, confeccdo dos
gréficos, e desenvolvimento do simulador

MAPLE

¢ ModelamentoPendulum.mws: arquivo desenvolvido para resolucao doaisttido com as equacdes
(3.18) e (3.19).

MATLAB

e Simulacao_Euler_RK.m: arquivo desenvolvido para obtencao dosagaéterentes a anélise dos
métodos de Euler e Runge-Kutta de quarta ordem.

e Simulacao_CAOS.m: arquivo desenvolvido para obtencdo dos gragifessmtes a analise do movi-
mento cadtico do péndulo duplo invertido.

e Contr_Obser.m: arquivo desenvolvido para obten¢&o dos grafievemtes a anélise de controlabil-
idade e observabilidade do péndulo duplo invertido.

e SIMULADOR

— Gera_Ganhos_Controlador.m: arquivo desenvolvido para gerant®gik € K ,iimo-

— Gera_Matrizes.m: arquivo desenvolvido para gerar as matrizes quéitden o espaco de
estados para cada linearizacéo local.

— Gradiente_Sist.m: arquivo que contem o gradiente do sistema modelado.
— PD_DiLinear.m: arquivo que contem as equacoes referentes ao EstiG@uente.

— PD_Dinamica.m: arquivo que contem as equaces diferenciais quéecaam o péndulo
duplo invertido.

PENDULUM.m: arquivo que simula o controle e gera os graficos para o giloulgilizando
reguladores consecutivos.

PENDULUM2.m: arquivo que simula o controle e gera os graficos para dailonutilizando
controladores consecutivos.

Uinicial.m: arquivo desenvolvido para encontrar o valougeara cada linearizagéo local.

Pendulo_GUI.m: arquivo que gera a interface gréfica do simulador.
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