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Sistema em malha fechada

Diagrama de blocos do sistema em malha fechada em que Km = Gm(0).

@ Fungdo de transferéncia de malha fechada

Y(s) _  KnGe(s)Gr(s)Go(s)  _  G(s)
Vi(s) 1+ Ge(5)Gr(5)Gp(5)Gm(s) 1+ Gua(s)

E. S. Tognetti (UnB) Controle de processos 2/24



Estabilidade

@ Reescrevendo a fungdo de transferéncia de malha fechada em termos de pdlos e
zeros

Y(is) K(s—z)(s—2)...(s— zm)

= = , n>m
Y. (s) (s=p1)(s—p2)...(s—pn)
@ Para uma entrada degrau:
< A A A A,
Vi) =24+ =+ 2+t
S S—p1 S—p2 S — Pn

P(t) = Ag + Are”’ + Are™ .. 4+ + A

Estabilidade

O sistema ¢ estdvel se, e somente se, R{p;} <0, i=1,-,n
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BIBO Estabilidade

@ Um sistema é dito apresentar BIBO-estabilidade (bounded input - bounded
output) se qualquer entrada limitada em amplitude resultar em uma saida
limitada em amplitude, independente do estado interno do sistema.

@ Sejam u(t) a entrada do sistema, y(t) sua saida e g(t) sua resposta ao
impulso, entdo

Y6 =6 = v = [ et
@ Para a entrada limitada |u(t)| < M < oo,

MH—V ot =ndr| < [ le)Hu(e=nldr <M [~ le(r)lar

@ Logo, o sistema é BIBO-estdvel se, e somente se,

/OO lg(r)|dr < o

—o0

ou seja, se todos os pdlos estiverem no semiplano esquerdo.
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Estabilidade no espaco de estados

Estabilidade interna assintética (x(t) — 0 quando t — oo)

Para o sistema com resposta a entrada nula X(t) = Ax(t) e condi¢do inicial ndo
nula xg. O sistema é assintoticamente estdvel se os autovalores de A tém parte
real negativa.

@ Relembrando: a resposta de um sistema com entrada nula X(t) = Ax(t) para
uma condig¢do inicial x(0) é dada por

At
x(t) = e""x(0)
. . At ~ . ~ .
@ A exponencial de matriz ™" tem termos que sdo combinacdes lineares de seus

autovalores e respectivas derivadas. Se A tem um autovalor A\; com indice ni,
ent3o as entradas de e** s3o combinacdes lineares de {1, te*if ... tmleMt)

@ Obs.: A estabilidade interna sempre implica em estabilidade entrada-saida
(BIBO)

@ Obs.: A BIBO estabilidade é definida para a resposta ao estado inicial nulo.
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Estabilidade no espaco de estados

@ Seja um sistema linear G(s) = Y(s)/U(s) com realizagdo minima

x(t) = Ax(t) + Bu(t) % = x(0)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

@ Equac3o caracteristica de G(s)
det(s/ —A) =0

@ Autovalores de A
det(AM/ — A) =0

Para realizagdes controldveis e observaveis (realizagdo minima)

@ Polos de G(s) sdo os autovalores de A

@ Estabilidade entrada-saida (BIBO) < estabilidade interna
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Estabilidade

@ Pdlos sdo as raizes da equagdo caracteristica

14 Gma(s) =0

Formas de analise de estabilidade

@ Critério de estabilidade de Routh

@ Método de Substituicdo Direta

@ Diagrama de lugar das raizes

@ Critérios no dominio da frequéncia:
@ Diagrama de Bode (MF/MG)
@ Critério de estabilidade de Nyquist
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Critério de Estabilidade de Routh

@ No passado o célculo das raizes de um polindmio de ordem alta era complexo,
mas hoje em dia é facilmente resolvido por métodos numéricos

@ No entanto, quando os coeficientes s3o incdgnitas, é necessdrio a manipulagdo
algébrica das incégnitas

@ Seja a equacgdo caracteristica do sistema em malha fechada
1+ Gma(s) =(s—p1)(s—p2)...(s = pn) =0
@ Reescrevendo

1+ Gua(s) = aos" +a1s" 4.+ an_15 +a, =0, a0 >0

Condic3do de estabilidade necessaria mas nao suficiente

Se algum dos coeficientes a1, az, - - - , an—1, an for zero ou negativo, entdo ha pelo
menos uma raiz imaginaria e/ou com parte real positiva e o sistema é instavel.

E. S. Tognetti (UnB) Controle de processos 8/24



Critério de Estabilidade de Routh

@ Se todos os coeficientes sdo positivos, ou seja, ag, a1, ..., a» > 0, organizé-los
no seguinte arranjo tabular:

1 ao a a4 a6
2 ai a3  as  ay
3 Ai A Az
4 Bi B Bs
5 G G G

n+1 Wi W,

Aima,azwaﬁ A2=a.m-aoas A3=ﬂaaa-&oﬂr
a; a; a;
BE=A|,£13—8;A; 82=A135_0FA3“
Ai A]
CE=BEI{}‘-A|31 C}ﬁBlAJ"At-Biv__
B, B,
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Critério de Estabilidade de Routh

O nidmero de raizes da equacdo caracteristica com partes reais positivas é igual ao
nimero de mudangas de sinal dos coeficientes da primeira coluna do arranjo
tabular.

A condi¢3o necessaria e suficiente para a estabilidade (raizes da equagéo
caracteristica no semiplano esquerdo) é que todos os coeficientes da equacdo
caracteristica e todos os termos da primeira coluna do arranjo tabular tenham o
mesmo sinal.
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Exemplo 1

@ Seja a fungdo de transferéncia de malha fechada

25 +1
s*+2s34+3s24+45+5

G(s) =

@ Equacdo caracteristica: p(s) = s* +2s* +3s> +454+5=0

@ O arranjo tabular dos coeficientes se torna

st 1 3 5
s 2 4 0
2:3—-1-4 2-5—-1-0
2
:1 =

s > 5 5 0

1-4-2.
o LAZ25 0

1

—6-5-1-0
0

Y -~ _5
s 6

@ Ocorrem duas mudangas de sinal (1 — —6 e —6 — 5), logo ha dois pdlos no
semiplano direito do plano-s (parte real positiva) e o sistema é instével.
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Exemplo 2

@ Considere-se um sistema com a fungdo de transferéncia de malha fechada

C(s) K
R(s)  s(s2+s+1)(s+2)+ K

@ A equag3o caracteristica é
s 435 +35° 425+ K =0

@ O arranjo tabular dos coeficientes se torna

st 1 3 K
s 3 2 0
s 3 K

st 2-9%K 0

s° K
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Exemplo 2

@ Para estabilidade, K deve ser positivo, e todos os coeficientes da primeira coluna
devem ser positivos. Portanto,

14
—>K>0
9

Quando K = 14/9, o sistema se torna oscilatério e, matematicamente, a oscilagdo
é mantida com amplitude constante.
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Exemplo 3

@ Considere o sistema de controle em malha fechada com a seguinte equacio
caracteristica

s3+252+(2+Kc)s+§:0
i

@ A matriz de Routh correspondente é dada por

s 1 2+ K.
s? 2 &
TI
— Ke/r
§l 2(2 4+ Ke) [ 0
2
TI
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Exemplo 3

@ Se K. =100 e 77 = 0,1, o terceiro elemento da primeira coluna se torna
—398 < 0, o que significa que o sistema é instavel. Temos duas mudancas

de sinal nos elementos da primeira coluna. Assim, temos duas raizes no
SPD.

@ Se K. =10 e 71 = 0,5, o terceiro elemento é igual a +2 > 0 e o sistema é
estavel uma vez que todos os elementos da primeira coluna s3o positivos.

@ Em geral, o sistema ¢é estdvel se Kc e 7 satisfazem a condigdo
K
22+ K) > —
TI
@ Se 71 = 0,1, o valor de K. que faz com que o terceiro elemento seja zero é
K. =10,5
e constitui a condigdo critica para estabilidade do sistema de controle Pl em

malha fechada.
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Critério de Routh: casos especiais

Quando ocorre a presenca de zeros na primeira coluna do arranjo tabular do critério
de Routh é necessario os seguintes procedimentos.
@ Linha com primeiro elemento igual a zero e termos restantes n3o nulos:
substitui-se o zero por uma variavel € > 0 e monta-se a tabela em termos de
€. A anilise de estabilidade pelo critério de Routh faz-se com ¢ — 0.

@ Se n3o houver mudanca de sinal ao fazer € — 0 entdo hd um par
de raizes imaginarias.

@ Se houver mudanca de sinal ao fazer ¢ — 0 ent3o ha raizes no
semiplano direito.

Exemplo: p(s) = s* — 35+ 2

s 1 -3

52 0—e¢ 2

st —3— 2 0
€

s° 2

Ocorreram duas mudancas de sinal, ou seja, hd duas raizes com parte real positiva
(raizes de p(s): +1, +1, —2).
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Critério de Routh: casos especiais

@ Linha com todos os elementos nulos: h3 raizes de mesmo valor, radialmente
opostas, no plano s: (s + p)(s — p) ou (s + jw)(s — jw). Construir um
polindmio auxiliar cujos coeficientes sdo os elementos da linha acima a linha
de zeros. Utilizar os coeficientes da derivada desse polindmio na préxima

linha.
Exemplo: p(s) = s° 4+ 5s* 4 11s® 4 235 + 285 + 12

s° 1 11 28

st 23 12

s® 6.4 256 0

52 3 12 0

st 0 0 0 =Q(s)=3s+12
s (novo) 6 0 0 <« dQ(s)/ds=6s

s° 2 0 0

@ As raizes de igual valor e radialmente opostas podem ser determinadas resolvendo
o polindmio auxiliar Q(s) = 0, que é sempre par. No exemplo acima 3s24+12=0
tem raizes +j2 e —j2.
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Estabilidade relativa

@ Verificar se os polos tem parte real negativa também é chamado de
estabilidade absoluta.

@ Entretanto, pode-se desejar saber uma “medida de estabilidade”, ou seja, o
qudo afastado os polos estdo do eixo imaginario implicando o sistema ser
relativamente mais ou menos estdvel. Esse conceito é chamado de estabilidade
relativa.

Anidlise de estabilidade relativa

Para verificar se as raizes da equagdo caracteristica estdo a esquerda da linha
vertical s = —o basta aplicar o critério de Routh na equagdo caracteristica em
termos de S pela mudanca de varidveis

S=S5—0
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Estabilidade relativa

Exemplo de estabilidade relativa

Seja o polindmio caracteristico
p(s) = s* + 145> + 71s° 4 1545 + K

Verifique a faixa de valores de K tal que o sistema seja estdvel (estabilidade
absoluta) e tal que as raizes estejam a esquerda da reta s = —1 (estabilidade
relativa).

@ Fazendo o arranjo tabular

s 1 71 K

s 14 154 0

s2 60 K A0:154—1K>0
st A 0 30

s K

verifica-se que para se ter raizes com parte real negativa é necessario
0 < K < 660.
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Estabilidade relativa

@ Para saber qual a faixa de valores de K tal que as raizes tenham parte real
menor do que —1 define-se um novo eixo vertical como § = s + 1, ou seja,
realizar-se a mudancga de varidveis s = S — 1 obtendo

p(8) =(3-1)" +14(3 - 1) +71(8 - 1)* + 1543 — 1) + K
= 5% + 108> + 355% + 505 + K — 96

@ Fazendo o novo arranjo tabular

s 1 35 K —96

3§ 10 50 0 K

32 30 K — 96 A1:82—§>0
st A 0

¥ K—-96

verifica-se que para se ter raizes (polos) com parte real menor que —1 é
necessario 96 < K < 246.
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Método de Substituicdo Direta

@ Raizes passam pelo eixo imagindrio antes da instabilidade com variagao dos
parametros:

p12 = Hjwy
produzindo oscilagbes persistente
y(t) = b sen(wyt + 6)
@ w,: frequéncia dltima [29/s]

2
P, = =Z  (periodo dltimo [s])

Wy

@ K,: ganho dltimo = ocorre oscilagdo  p1o = jw,

Método de Substituicio Direta

Método para achar o maior ganho possivel antes da instabilidade (ganho dltimo
K.) e a frequéncia de oscilagdo w, quando os pélos de malha fechada estdo no
eixo imaginario.
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Método de Substituicdo Direta

@ Substituir na equagio caracteristica do sistema MF
s = jwy

Parte real =0
Parte imaginaria = 0

@ Achar w, e K, tal que {

@ Exemplo: Processo controle temperatura
1+ Gm(s)Gp(s)Gr(s)Ge(s) =0

1 50 0, 0016

1+105+1'3Os+1' 3s+1

Kc=0

(10s + 1)(30s + 1)(3s + 1) + 0,80K. = 0
900s® + 420s® 4+ 43s + 1+ 0,80K. =0
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Método de Substituicdo Direta

@ Fazendo s = jw, e Kc = K,

900,°w? + 420/%w? + 43jw, +1 4 0,80K, =0
(—420w] + 1+ 0,80K,) + j(—900w; + 43w,) = 0 + jO

{—420w3 1+140,80K, =0

—900w3 + 43w, =0
Solucdes:

® w, =0, K,=-1,25 (Obs.: 0,8-1,25 =1, cruzamento ocorre em s = 0,
acdo reversa), e

@ w, =0,2186 "dfs, K, = 23,8

2w
Pu= 0,2186

=28,7s
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Andlise de estabilidade de sistemas com atraso no tempo

@ Anilise via critério de Routh ou Substitui¢do direta ~» usar alguma aproximacdo.

Por exemplo,

0
1—=s
e 05 — g (Aprox. Padé 22 ordem)
1 + 55

® Obs.: Efeito 160 = | K, rapidamente (= 1 Th30-dominantes da malha)
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