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Sistemas de 12 ordem

@ Considere o sistema linear

12O o) = br(r)

a1 dy(t)
ap dt

rdyd(tt) y(£) = KF(£)

Fy(t) = :)f(t)

T: constante de tempo [seg]

K: ganho estético (estado estacionario)
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Sistemas de 12 ordem

@ Considere o sistema linear

12O oy = b

a1 dy(t)
ap dt

rdyd(tt) y(£) = KF(£)

Fy(t) = :)f(t)

T: constante de tempo [seg]

K: ganho estético (estado estacionario)

Y(s) K
= = 12
G(s) F(s) ~ s+l (atraso de 12 ordem)
Para ag =0,
K . ..
G(s)= < (integrador puro ou puramente capacitivo)
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Sistemas de 12 ordem

Exemplo: tanque

fe(t) : Area A
T
h(t) h(t)
| I_——> f(t)= R
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Sistemas de 12 ordem

Exemplo: tanque

fe(t) : Area A
T
h(t) h(t)
| I_——> f(t)= R
A%h(t) = fe(t) — %, (R: resist. ao fluxo)
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Sistemas de 12 ordem

Exemplo: tanque

—
fe(t) —> Area A
T
h(t) _h(t)
l I_——> f(t)= R

d h(t) .
A—h(t) = - : .
p» (t) = fe(t) B (R : resist. ao fluxo)

~ No regime permanente: h= Rf.
~~ Var. de desvio: h(t) 2 h(t)—h, fo(t) £ fo(t) —f;

~~ Definindo 7 = AR (cte. tempo = capac. armazen. X resist. fluxo); K =R
(ganho), tem-se
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Sistemas de 12 ordem

Exemplo: tanque

—
fe(t) —> Area A
T
h(t) _h(t)
l I_——> f(t)= R

d h(t) .
A—h(t) = - : .
p» (t) = fe(t) B (R : resist. ao fluxo)

~+ No regime permanente: h= Rf,

~~ Var. de desvio: h(t) 2 h(t)—h, fo(t) £ fo(t) —f;

~~ Definindo 7 = AR (cte. tempo = capac. armazen. X resist. fluxo); K =R
(ganho), tem-se

I

(s) K

CO=F ) "l

13
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Sistemas de 12 ordem

Exemplo: tanque

fe(t) —> Area A
T
h(f) —> f(t) = B/h(t)
—
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Sistemas de 12 ordem

Exemplo: tanque

fe(t) —> Area A
T
h(f) —> f(t) = B/h(t)
—
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Sistemas de 12 ordem

Exemplo: tanque

—
fe(t) —> Area A

T

() —> f(t) = B/h(t)
I —
A%h(t) — £.(t)— B/A(D
N

~+ No regime permanente: h = (%) . Definindo 7= %4\@ e K= %\ﬁ;
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Sistemas de 12 ordem

Exemplo: tanque

—
fe(t) —> Area A
T
"o ~ > £(6) = B/A()
I —
A%h(t) — £.(t)— B/A(D
N
~+ No regime permanente: h = (%) . Definindo 7= %4\@ e K= %\ﬁ;
_Hs) K
6(s) = Fu(s)  Ts+1

~> Valores da constante de tempo e ganho dependem do ponto de operacio
(linearizagdo) h
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Sistemas de 12 ordem

Exemplo: tanque (processo integrador)

—
fe(t) 3 Area A

T
h(f) —> f(t) =1 (constante)
—
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Sistemas de 12 ordem

Exemplo: tanque (processo integrador)

—T
fe(t) —> Area A
i
h(t) —> f(t) =1 (constante)
| —

~ Fluxo de saida contante f(t) = f (uso de bomba com rotacio fixa)
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Sistemas de 12 ordem

Exemplo: tanque (processo integrador)

—T
fe(t) —> Area A
i
h(t) —> f(t) =1 (constante)
| —

~ Fluxo de saida contante f(t) = f (uso de bomba com rotacio fixa)

d
Aﬁh(t) =fe(t)—f
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Sistemas de 12 ordem

Exemplo: tanque (processo integrador)

—T
fe(t) —> Area A
i
h(t) —> f(t) =1 (constante)
| —

~ Fluxo de saida contante f(t) = f (uso de bomba com rotacio fixa)

d
Aﬁh(t) =fe(t)—f

~> No regime permanente: fo =f

~~ Var. de desvio: h(t) £ h(t), fo(t) £ fo(t) — f;
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Sistemas de 12 ordem

Exemplo: tanque (processo integrador)

—T
fe(t) —> Area A
i
h(t) —> f(t) =1 (constante)
| —

~ Fluxo de saida contante f(t) = f (uso de bomba com rotacio fixa)

d
Aﬁh(t) =fe(t)—f

~> No regime permanente: fo =f

~~ Var. de desvio: h(t) £ h(t), fo(t) £ fo(t) — f;

_Hs) _yaA
~ Fe(s) s

d - .
AZhO=F() = G(s)
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Sistemas de 12 ordem

Exercicio: tanque coOnico

~ Qual a fung3o de transferéncia entre F(s) e H(s) no ponto de operacio h ?
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Resposta ao degrau de um sistema de 12 ordem

@ Seja a entrada degrau u(t) de amplitude A

U(s)= ?

Logo,

K A  AK AK
YO =CWUE) = 5= “rige

E. S. Tognetti (UnB) Controle de processos 7/33



Resposta ao degrau de um sistema de 12 ordem

@ Seja a entrada degrau u(t) de amplitude A

U(s)= ?

Logo,

K_A_AK__AK
s+1 s s s+l/t
Aplicando a transformada de Laplace inversa:

t
y(t) = AK <1—e_7)

y(0)=0
y(t) = 0,632 AK
y(t>41)~ AK

Y(s) = G(s)U(s) =

y(7) =63,2% y(=)

A
Observe que oY _k
Au
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Resposta ao degrau de um sistema de 12 ordem

y(t)/AK

0.9 |
0.8 |
0.7 |
0.6 |
0.5
0.4
0.3
0.2 ¢

0.1 t/t

Resposta ao degrau de amplitude A.
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Resposta ao degrau de um sistema de 12 ordem

@ Para um processo puramente capacitivo,

@ Comportamento de um integrador puro

@ Processo n3o auto-regulado
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Resposta ao impulso de um sistema de 1* ordem

@ Seja a entrada impulso unitdrio f(t) = 6(t)

Z{6(t)} =1
Logo,

Y(s) = G(s)F(s) = G(s) = Sf/ljr
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Resposta ao impulso de um sistema de 1* ordem

@ Seja a entrada impulso unitdrio f(t) = 6(t)

Z{6(t)} =1
Logo,

Y(s) = G(s)F(s) = G(s) = Sf/ljr

Aplicando a transformada de Laplace inversa:

y(t)= 2 HG(s)y = Kottt

@ Observe que, para um sistema linear invariante no tempo,

s(t)=2u(t) = ()= Dy(t)
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Sumario

e Sistemas de 22 ordem
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Sistemas de 22 ordem

@ Seja a equagdo diferencial de segunda ordem:

d?y(t) | dy(t)

a2 +a at +apy(t) = bf(t)
Se ag #0
d’y(t) dy(t)
207y y _
L +207 prm +y(t) = Kf(t)

T: periodo natural de oscilacdo do sistema
§: fator de amortecimento

K: ganho estdtico
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Sistemas de 22 ordem

@ Seja a equagdo diferencial de segunda ordem:

d?y(t) . dy(t)

+aoy(t) = bf(t)

dt? dt
Se ag #0
d’y(t) dy(t)
207y Y _
L +207 prm +y(t) = Kf(t)

T: periodo natural de oscilacdo do sistema
§: fator de amortecimento

K: ganho estdtico

Para condi¢des iniciais nulas (varidveis de desvio):

_Y(s) K
T F(s)  12s242Cts+1

G(s)
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Sistemas de 22 ordem

@ Exemplos de sistemas de 22 ordem:

K 2
em cascata com
T15+1 s+1
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Sistemas de 22 ordem

@ Exemplos de sistemas de 22 ordem:

K 2
em cascata com
T15+1 s+1

@ Sistemas inerentes com inércia (raros em sistemas quimicos)
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Sistemas de 22 ordem

@ Exemplos de sistemas de 22 ordem:

K 2
em cascata com
T15+1 s+1

@ Sistemas inerentes com inércia (raros em sistemas quimicos)

@ Processo + controlador
fe(t)
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Sistemas de 22 ordem

@ Para uma entrada degrau de amplitude A, tem-se

K A
Y(s)= 2s2+20ts+1 s
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Sistemas de 22 ordem

@ Para uma entrada degrau de amplitude A, tem-se

K A
Y(s)= 2s2+20ts+1 s

@ Raizes da equagdo caracteristica (polos de G(s)):

25242015 +1=0

21
p1y2:—%i%, Obs.: %{p112}<0
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Resposta ao degrau de sistemas de 2% ordem

@ O sistemas de 22 ordem também é frequentemente visto na forma

K 0?2 1
G(s)= — % _ 2
(s) 2428 w5+ 02’ ®n =7

em que @, ¢ a frequéncia natural ndo-amortecida

Im(s)

S T
|
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Resposta ao degrau de sistemas de 2% ordem

@ O sistemas de 22 ordem também é frequentemente visto na forma

Kw? 1
G(s)= 2 > R Wp = —
s2+28wps+ 3 T
em que @, ¢ a frequéncia natural ndo-amortecida
@ Raizes da equagido caracteristica
(polos de G(s)):

p172:7§(1)n:|:j60n\/lf§2 \

Im(s)

wn
ou
: o
. Re(s)
p12=—0%t 0y : >/ I
— [T —> 0y
c=_{o, I
04 = 0py\/1-§2 N

em que @y € a frequéncia de ) _
. - . Par de pélos complexos no plano-s [Franklin, Powell
oscilagdo amortecida. o
& Emami-Naeini 2013].
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Resposta ao degrau de sistemas de 2% ordem

@ Caracteristica da resposta de sistemas de 2% ordem

| Amortecimento [ Classificagdo [ Resposta Raizes ‘

{>1 superamortecida estavel e | 2, reais
mondtona

=1 criticamente amortecida | estdvel e | 1, reais (iguais)
mondtona

0<f<1 subamortecida estdvel e | 2, par complexo con-

oscilatéria | jugado

=0 n3o-amortecida oscilagdo 2, par imagindrio puro
sustentavel

<0 instavel crescente 2, parte real positiva
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Respostas associadas a localizacao dos pdlos

0y

Figura: Respostas ao degrau de sistemas de 22 ordem [Franklin, Powell &
Emami-Naeini 2013].

E. S. Tognetti (UnB) Controle de processos 16/33



Resposta ao degrau de sistemas de 2% ordem

@ Caso A — Polos reais distintos: { > 1: Resposta superamortecida
(sobreamortecida), ndo-oscilatéria

@ Raizes:

p1:77§+~§2—1 p2:77C—~C2—1
T ’ T
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Resposta ao degrau de sistemas de 2% ordem

@ Caso A — Polos reais distintos: { > 1: Resposta superamortecida
(sobreamortecida), ndo-oscilatéria

@ Raizes:

p1:77§+~§2—1 p2:77C—~C2—1
T ’ T

@ Funcdo de transferéncia

_Y(s) K
T OF(s)  (Tes+1)(Te,s+1)’

G(S) Tey :—1/P17 Te :—1/P2
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Resposta ao degrau de sistemas de 2% ordem

@ Caso A — Polos reais distintos: { > 1: Resposta superamortecida
(sobreamortecida), ndo-oscilatéria

@ Raizes:

p1:77§+~§2—1 p2:77§—~§2—1
T ’ T

@ Funcdo de transferéncia

_Y(s) _ K - )
T OF(s)  (Tes+1)(Te,s+1)’ Te, =—1/p1, Te,=—1/p2

G(s)

@ Resposta ao degrau A/s

y(t) = KA 171_ 1‘: (‘Eelet/fel”L‘eZe"L/"“'ez):|7 t>0

€1 €2
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Resposta ao degrau de sistemas de 2% ordem

@ Caso B — Dois polos reais iguais: { = 1: Resposta criticamente amortecida

@ Raizes:

p=p1=p2=-—

¢
T

E. S. Tognetti (UnB) Controle de processos 18/33



Resposta ao degrau de sistemas de 2% ordem

@ Caso B — Dois polos reais iguais: { = 1: Resposta criticamente amortecida

@ Raizes:

@ Funcdo de transferéncia

_Y(s) K T
TF(s) (st *TC

G(s)
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Resposta ao degrau de sistemas de 2% ordem

@ Caso B — Dois polos reais iguais: { = 1: Resposta criticamente amortecida

@ Raizes:

@ Funcdo de transferéncia

_Y(s) K T
TF(s) (st *TC

¢
@ Resposta ao degrau A/s

1- (1+;)e—f/’e], t>0

G(s)

y(t)=KA
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Respostas de 1a ordem e 2a ordem sobreamortecida

@ Seja as fungbes de transferéncia
3

Gl(s) = m ~ pOlOZ —1/2
3
G = los: —1/2,-2
2(9) = Zs 710551 1) - polos: —1/2,
3
G3(5) = W ~ pOIOS: —1/2,—1/2

@ Resposta ao degrau unitério:

Step Response

——Gl(s)
G2(s)
G3(s)

Amplitude

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Time (seconds)
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Resposta ao degrau de sistemas de 2% ordem

@ Caso C — Par de polos complexos conjugados: { < 1: Resposta
subamortecida ou oscilatéria

@ 0< ¢ <1~ pblos sdo um par de raizes complexas conjugadas

N TN
T ’ T

p1
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Resposta ao degrau de sistemas de 2% ordem

@ Caso C — Par de polos complexos conjugados: { < 1: Resposta
subamortecida ou oscilatéria

@ 0< ¢ <1~ pblos sdo um par de raizes complexas conjugadas

N TN
T ’ T

p1

@ Resposta ao degrau A/s

AT (V)

y(t)=KA|1- ef(‘:/r)tsen(a)dt—kq)) , t>0

¢

Wy = ~——>
d T
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Resposta ao degrau de sistemas de 2% ordem

@ Caso C — Par de polos complexos conjugados: { < 1: Resposta
subamortecida ou oscilatéria

@ 0< ¢ <1~ pblos sdo um par de raizes complexas conjugadas

N TN
T ’ T

p1

@ Resposta ao degrau A/s

y(t)=KA 1—\/1%752 ef(‘:/r)tsen(a)dt—kq)) , t>0
B 1_C2 B _ 1_4’2
T e ()

@ Observacio:
@ { < 0,7 — oscilagdo em torno de y()

@ Em processos quimicos ocorre usualmente devido a presenga do controlador
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Resposta subamortecida ao degrau

£=0.215
0.344
0.707
Yi) Eax Pt e
1.0 N————
0 5 10 15

tht

Figura: Efeito do coeficiente de amortecimento na resposta subamortecida
ao degrau de amplitude Ax.
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Sumario

e Caracteristicas da resposta subamortecida
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Caracteristicas da resposta subamortecida

Settling time
imis_|

Y&) KAxp 4L N L N

Second-order underdamped step response ({ = 0.215).

Figura: Caracteristica da resposta subamortecida.
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Caracteristicas da resposta subamortecida

@ Sobressinal (sobre-elevagdo):
—n¢ B
Mfexp( 174’2) =

M(%) = L2207 (t”y)(;g ), 100%
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Caracteristicas da resposta subamortecida

@ Sobressinal (sobre-elevagdo):

MZEXP( ;iiz) :g

M(%) = Y(tp) =¥(=) | 100%
y()
@ Tempo de pico:
nT
tp =
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Caracteristicas da resposta subamortecida

@ Sobressinal (sobre-elevagdo):

MZEXP( ;iiz) :g

M(%) = L2207 (t”y)(;g ), 100%

@ Tempo de pico:

@ Raz3o de declinio:
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Caracteristicas da resposta subamortecida

@ Tempo de subida:

tR = ———— tan Y=
V1-¢2 ¢
Obs.: Um aproximagio frequentemente usada em projeto para o tempo de
subida para { = 0.5 (tempo de 10% a 90% de y(t))
1.8

tRQ’.a]..8T: -
n

T 71( W)
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Caracteristicas da resposta subamortecida

@ Tempo de subida:
1— 2
th= tanfl(_ivg)
V1-¢2 ¢

Obs.: Um aproximagio frequentemente usada em projeto para o tempo de
subida para { = 0.5 (tempo de 10% a 90% de y(t))

1.8
tr ~ 1.8t=—
n
@ Tempo de acomodacao:
3 3
to = g = (critério de 5%)
4t 4
te = 13 =5 (critério de 2%)

em que

e 8
Gwanf;
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Caracteristicas da resposta subamortecida

@ Periodo de oscilagdo amortecida:

wg =Y 1;§2 —om/1-¢2 [rad/s]

o
f= o [Hz], T= [s]

it
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Caracteristicas da resposta subamortecida

@ Periodo de oscilagdo amortecida:

wg =Y 1;§2 —om/1-¢2 [rad/s]

o
f= o [Hz], T= [s]

it

@ Periodo de oscilagdo natural (caso ndo houvesse amortecimento, § = 0)

o = % [rad/s]

E. S. Tognetti (UnB)

Controle de processos 25/33



Especificacao resposta transiente subamortecida

sin”1¢
Im(s) Im(s) Imi(s) Im(s)

o e

W

\

\

N

\

\ Re(s) Re(s) ‘ Re(s) > Re(s)
(

a) (b) (c) (d)

Figura: Lugar geométrico dos pdlos no plano-s de acordo com especificacdo
resposta transiente submamortecida (a) tempo de subida; (b) sobresinal;
(c) tempo de acomodagdo; (d) composicio das trés anteriores (regido a
esquerda da curva azul) [Franklin, Powell & Emami-Naeini 2013].
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Efeito da adicdo de um zero em um sistema de 22 ordem

@ Seja a resposta ao degrau de um sistema de 22 ordem com zero

K 1 1
Y(s):&f
(115+1)(m25+1) s
- K Ao Al Ap
a s Tis+1 Ts+1
em que
Ag =1, Al:M; AQZM'
(k) TH—T

Com a seguinte resposta no tempo

@ Cendrios (11 < T2):

Qé&L>m
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Efeito da adicdo de um zero em um sistema de 22 ordem

@ Seja a resposta ao degrau de um sistema de 22 ordem com zero

K 1 1
Y(s):&f
(115+1)(m25+1) s
- K Ao Al Ap
a s Tis+1 Ts+1
em que
Ag =1, Al:M; AQZM'
(k) TH—T

Com a seguinte resposta no tempo

@ Cendrios (11 < T2):
Qé&L>m
Q&i=noubi=10
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Efeito da adicdo de um zero em um sistema de 22 ordem

@ Seja a resposta ao degrau de um sistema de 22 ordem com zero

K 1 1
Y(s):&f
(115+1)(m25+1) s
- K Ao Al Ap
a s Tis+1 Ts+1
em que
Ag =1, Al:M; AQZM'
(k) TH—T

Com a seguinte resposta no tempo

el (- (38)e v
1— T2—T1
@ Cendrios (11 < T2):
Q&i>m
Q&i=noudi=1n
Qo<éi<m
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Efeito da adicdo de um zero em um sistema de 22 ordem

@ Seja a resposta ao degrau de um sistema de 22 ordem com zero

K 1 1
Y(s):&f
(115+1)(m25+1) s
- K Ao Al Ap
a s Tis+1 Ts+1
em que
Ag =1, Al:M; AQZM'
(k) TH—T

Com a seguinte resposta no tempo

@ Cendrios (11 < T2):
Q&i>m
Q@é&i=noubi=70
Qo<éi<m
Q &i<o0
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Efeito da adicdo de um zero em um sistema de 22 ordem

@ Para um sistema de 22 ordem
padrdo, considere a presenga de
um zeroem s=—al/T1=—ao
em que o é um parametro que
determina o qudo préximo o
zero esta da parte real dos pdlos

(—0o)

0 2 4 6 8 10

w,t

Resposta ao degrau de um sistema de 22 ordem ({ =0,5) com
um zero para diferentes valores de a. [Franklin, Powell &

Emami-Naeini 2013].
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Efeito da adicdo de um zero em um sistema de 22 ordem

@ Seja o sistema de 2% ordem com o par de polos 2+ 4/
1

G(S)= 55—
) 2052 +4s+1
@ A resposta ao degrau do sistema de 22 ordem com diferentes valores de zeros

adicionados é dado na figura abaixo. A resposta do sistema sem zeros e com
zeros adicionados em s = —2 e s = —10 é dada pelas linhas continuas com pouca

diferenga. A reposta com um zero adicionado em s = —0.1 é dada pela linha
tracejada preta que aumenta significamente o sobressinal.

Step Response

Amplitude

0
20 30 40 50 60 70

Time (seconds)
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Exemplo | - Zero no semiplano direito (SPD)

@ Seja a fungdo de transferéncia

_2(-3s+1)
6()= 5212511

@ Ganho estdtico: G(0) = 2; Polos: —0.2+0.4; Zero: +1/3.
@ Resposta ao degrau unitdrio:

Step Response

Amplitude

0 5 10 15 20 25 30
Time (seconds)

~~ Resposta inversa.
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Exemplo Il - Ganho estatico do sistema negativo

@ Seja a fungdo de transferéncia

_ —2(3s+1)
G(s) = 552 4+2s5+1

@ Ganho estdtico: G(0) = —2; Polos: —0.2+0.4; Zero: —1/3.
@ Resposta ao degrau unitario:

Step Response
0

Amplitude

10 15 20 25 30
Time (seconds)

~» Atuagdo inversa entre varidvel manipulada (entrada) e controlada (saida)
E. S. Tognetti (UnB)

Controle de processos 31/33



Exemplo Il - Ganho estdtico negativo e zero no SPD

@ Seja a fungdo de transferéncia

G(s)

~ —2(-3s+1)
© 5s242s+41

@ Ganho estdtico: G(0) = —2; Polos: —0.2+0.4; Zero: +1/3.

@ Resposta ao degrau unitério:

Step Response

Amplitude

E. S. Tognetti (UnB)

Time (seconds)
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Exemplo IV - Polo na origem

@ Seja a fungdo de transferéncia
5

“)=S@s11)

@ Resposta ao degrau unitério:

Step Response

45

40

35

Amplitude

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time (seconds)

Figura: Reposta ao degrau unitario e assintota.
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