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Andlise de graus de liberdade

@ Os graus de liberdade de um processo s3o as varidveis independentes que devem
ser especificadas para definir o processo completamente (resposta do conjunto de
equagdes que representam a dindmica do sistema).

@ O controle do processo nos pontos fixos especificados sé é obtido se, e somente
se, todos os graus de liberdade tiverem sido especificados.

Graus de liberdade

(no. graus de Iiberdade] = (no. vars. independentes} - [no. egs. independentes}

Nf = Ny — Ng

v

Casos

© Nf = 0: processo exatamente especificado

@ Nr > 0: processo sub-especificado (infinitas solucdes)

© Nr < 0: processo super-especificado (sem solugdo)
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Andlise de graus de liberdade

Observacdes:

@ Determinag3o incorreta se informacgdes relevantes forem desprezadas ou
equacdes redundantes incluida.

@ Lei de controle introduz equacgdo adicional entre as varidveis medidas e
manipuladas e reduz por 1 os graus de liberdade do processo.

Manipulagdo dos graus de liberdade

Em geral Nf > 0. H3 duas formas de se diminuir N (aumentar Ng):

© Ambiente externo (varidveis de distdrbio): d(t) = g(t)
Nr = N, — Ny, Ng : no. vars. disttrbio

© Objetivos (leis) de controle (varidveis manipuladas): mv(t) = g(yi)

Nr = N, — Ny, Nmy : no. vars. manipuladas
v

@ Graus de liberdade de controle (Ng.): varidveis que podem ser controladas de
forma independente ~~ Ne. = Nf — Ngy.
@ Usualmente, mas ndo sempre, Ne. = Np,,
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Balanco de energia em sistemas abertos

Exemplo: Tanque com aquecimento

@ Equacdes diferenciais que descrevem o processo:

d 1
Eh(t) = ;(fe(t) — f(t))
d f.(t) Q1)

E (t) = Ah(t)(Te(t) - T(t)) + pCpAh(t)

@ Andlise dos graus de liberdade

@ Ndmero de equagdes: Ng = 2
@ Ndmero de varidveis: Ny =6 ~ h(t), T(t) (vars. de estado/ saidas)

fo(t), f(t), Te(t), Q(t) (entradas)
@ Graus de liberdade: Nr =4
@ Para determinar precisamente h(t) e T(t) = Nf =0
@ Atribuindo como disturbio: fe(t), Te(t) (espec. pela unidade precedente)

@ Atribuindo como variavel manipulada: 7(t), Q(t) (leis de controle)

~~ Por exemplo, f(t) poderia ser utilizado para controlar h(t) e Q(t) para

controlar T (t).
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Sistema linear

Um sistema € dito linear se satisfaz as propriedades:

© Aditividade:
Llur + w] = L[] + L[uo]

@ Homogeneidade:
L[ku] = kL[u]

L[-]: operador matemdtico que representa o sistema
u: entrada
k: escalar

Principio da superposicao

Llkitn 4 kowp] = kiL[ui] + kaL[ws]

@ Um sistema que n3o verifique qualquer uma destas propriedades é dito n3o-linear
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Sistema linear

g(x)
X
(0,0)
Curva linear
@ Funcodes lineares:
g(x) = ax

g(x,u) = ax + bu
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Curva n3o-linear

@ Fungdes n3o-lineares:

g(x)=ax+b (fungdo afim)
g(x) = < T
g(x) = ax’
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Linearizacdo de sistemas com uma variavel

@ Linearizagdo de g(x) no ponto xo:

g(x)

linha tangente

g(xo) |

Xo : ponto de linearizacdo

~ Problema: x* # 0 (funco afim) X : ponto em que g(x) =0 (pto. eq.)
x* : cruzamento da reta tang. ¢/ g(x) =0

~ Necessario deslocar reta tangente para a origem ~~ mudanc¢a de varidvel
XEx—x*
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Linearizacdo de sistemas com uma variavel

~~ Em sistemas dindmicos usualmente deseja-se linearizar a dindmica em torno do
ponto de equilibrio, ou seja, um ponto X tal que g(x) = 0 (Zx(t) = g(x) = 0)

g(x) g(x)
X) ~ g X
0= (5) -9 . g()i%}

~ O ponto de equilibrio é o ponto em que o sistema pode operar em regime
permanente (ponto de operagdo)

~» Nesse caso: xp = X = x*

;. . ., ~ A -
~> Necessario ainda mudancga de varidvel X = x — X para deslocar reta tangente
para a origem
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Linearizacdo de sistemas com uma variavel

@ Seja o processo
R o(x
7 = &)

@ Ponto de linearizacao: xp

@ Expansido da fungdo n3o-linear g(x) em série de Taylor em torno de xo:

g(x) = g(x0) + (%)XO (x —x0)+ <%)Xe %*' - <d"g)m (x=x)"

ox" n!
@ Negligenciando termos de ordem maior ou igual a dois

~ de )= (%
g(x) ~ g(x) + (dx)xo (x—x0) = (dx)m x + (termos constantes)

~ A equagdo ainda n3o é linear devido a presenca de termos constantes.

~> A aproximagdo é exata somente no ponto de linearizagdo (xo).
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Varidveis de desvio

@ Seja o valor em regime permanente x que pode ser determinado por

K0 o gR=0 (1)

@ Considere x o ponto de linearizagdo do sistema x = g(x), ou seja, xo = X.

@ Ent3o, em X tem-se

@ Considere a definicdo da varidvel de desvio abaixo.

Varidvel de desvio

L

X=x—X

@ A varidvel de desvio descreve a magnitude do deslocamento do sistema do
ponto de operacao desejado.
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Varidveis de desvio

@ Observe que

g_id(x—i)_ﬁ ois ﬁ—0
dt dt  dt’ P dt
@ Da definicdo da varidvel de desvio e g(x) =0,
dx  _ dg _
G =s0+ (5) ¢

=0 X

dx  (dg\ .
%= (%)7

@ Obs.: O mesmo resultado é obtido subtraindo (1) de (2).

tem-se o seguinte sistema linear
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Linearizacao de sistemas com uma variavel

Exemplo:

@ Seja —x( ) = g(x), g(x) = x> — 9. Linearizacdo em xp = 2

509~ 5000+ () (o

@ Achando o ponto de equilibrio x € {x: g(x) = 0}:
%x(t):O o g®)=x-9=0
@ Linearizacdo em xp = x = 3:

g(x) ~ g(x0)+ (g—i) (x—x0) =0+6(x —3) =6x—18 ~ N3o é linear! (4)

—5+4(x—2) =4x—13 ~~ N3o é linear! (3)

@ Definindo a varidvel de desvio ¥ £ x — 3, tem-se g(x) ~ 6%. Observe que
d .

d d d
I5(t)= S(x(0)-3) = Tx(t) - 3= Tx() = 5(x)
%)?(t) = ~ Eq. diferencial linear!
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Linearizacdo de sistemas com uma variavel

Exemplo:

~~ Observe que ambas as equacdes (3) e (4), ou seja,

g(x) ~ 4x — 13, X em torno de xo =2
g(x) ~6x — 18, x emtornode xp=Xx=3

podem ser transformadas de afim para linear introduzindo varidveis de desvio. Con-
tudo, em sistemas dindmicos faz mais sentido obter o comportamento linear no
ponto de operacdo em regime permanente, ou seja, no ponto de equilibrio (x = 0).
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Linearizacdo de sistemas com uma variavel

Exemplo: dinamica do nivel de um tanque

fe
@ Assuma fe constante
| dn(t) dh(t)  f.  f(t)
! R e S S
f(t)
@ Se f(t) = ah(t) (« constante):
( ) = g(h), g(h) = % - Od;(\t) (sist. afim)
@ Se f(t) = B/ h(t):
g(h) = %— 5 :(t) (sist. ndo-linear)
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Linearizacdo de sistemas com uma variavel

@ Expandindo g(h) em série de Taylor em torno de ho: g(h) = 1/A(fe — 54/ h(t)):

8(h) ~ g(ho) + ) ((2) — ho)
a(h) ~ (- 29 ) o (he) — )

~ Logo, o sistema resultante é afim devido a presenca de termos constantes

dh(t) £ BvVho B

= — h(t) — ho
dt A A 2A+/ ho ( ) ~~
——
termo constante
termo constante
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Linearizacdo de sistemas com uma variavel

@ Observe que o resultado seria 0 mesmo expandindo-se apenas o termo n3o linear

B+/h(t) em torno de hg
BV/AED) = 5o + (L g:“”) ((e) ~ ho) + -+
h(t)=ho

BvV/h(t) = Bv/ho + \/—(h(t)—hO)

@ e substituindo no sistema nao-linear

AP (o

3
2\/_ () - 2\/h_0h0>

dh(t) _ (f  BVho B B
T‘(A A +2A\/h_oh°) 2avi )

termo constante

dt
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Varidveis de desvio

@ Considere agora a linearizagdo em torno do ponto de operacdo em regime per-
manente h determinado por

g =0 o f-pVh=0 (5)

@ Definindo a varidvel de desvio h(t) = h(t) — h, tem-se

dh(t) _ 7 dg(h) o _dgm)y v B ¢
T—g\()‘*‘w(h(t)—h)— Th(t)——m h(t) (6)
=0
@ Portanto o sistema linear é dado por
dh(t) ___B
dt 2AVh o)
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Linearizacdo de sistemas com uma variavel

Resumo: Caso monovariavel

. . 5 d
@ Sistema n3o-linear: d_); = g(x), x€ER

@ Ponto de operagdo em regime permanente: X ~» g(x) =0

@ Ponto de linearizagdo: xp

@ Expansdo truncada em Taylor em torno de xo:

dx dg
—:g(xO)+(—> (x = x0)
dt dx o —~—"

X

dt ~ \dx

@ Sexg =X = g(x) =0 = dx _ (@) bs
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Linearizacdo de processos multivaridveis

Caso multivariavel

dx n
e g(x), x€eR
g1(x) X1
g(x) = x=|:
gﬂ(X) Xn
@ Exemplo: x € R?
dX1

T = gi(x, x)

ﬁ— (1, x2)
g = &bax
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Linearizacdo de processos multivaridveis

X10
@ Linearizando em torno de xp = [ }
X20

gi1(xt, x2) = g1(x10, x20) + ( ) (x1 — x10)

% g (a — X10)2
+ (8)@) (2 = >a0) + ( Ox? )XU 2!

P g (x2 — x20)? g
' <f’><22 ) 2 \ox0m) (1 = x10) (e —x0) + -+

Idem para g»(x1, x2).
@ Seja o sistema em estado estaciondrio (regime permanente)

{gl(il,iz) =0

g2()?1’)?2) =0
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Linearizacdo de processos multivaridveis

Considerando o ponto de linearizagdo como sendo o ponto de opera¢do X, ou seja,

X10 = X1 e X0 = X2

e definindo X1 = x1 — X1 € X2 = x» — X2, tem-se o sistema linear

a5 _ (g o (98
dt (8x1)}xl+ <8X2)>_(X2
d% _ (O o, (%&)
%o (58) A+ () 2
981 981

Ox1 % 0x2 % % = X1
% 9g\ | -
8X1 % 3X2 %

matriz Jacobiana

ou na forma matricial
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Varidveis de desvio

Exemplo: dinamica de nivel de um tanque com fluxo de
entrada variavel

Seja fo(t) varidvel,

M) _g(nf),  alh ) = 1/AG() — VA ™
Em regime permanente ghf)="~— B\/ﬁ =0 (8)

Sistema linearizado, em que h(t) = h(t) — h e £(t) = £(t) — F

d h(t) - - Og(ht) =, . Og(h,f) -
) —e(h i)+ B Ry + EL ) - B) (9)
Como g(h, f.) = 0, tem-se o sistema linear
dh(t) 1.
T—Zf()—ﬁh() (10)
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@ Seja o sistema ndo-linear

dX1
— = X1, X2, My, ma, d
g gi(x1, x2, m1, mz, di)
dX2
—_— = X1, X2, My, mo, d
g &2(x1, x2, m1, ma, da)

@ Assumindo que o ponto de linearizagdo po = (x10, X20, M10, M20, dio, d2g) corres-
ponde ao ponto de estado estaciondrio p = (Xi, X2, ffi1, fiz, d1, db) e definindo as
varidveis de desvio, tem-se o sistema linearizado

dx; . . o o -
d_tl = anX1 + a2Xe + buriy + biariix + erd;
dxo
2 = anXi 4 an% + burii + byori + exds

dt
- (28 98\ . _(%%:
em queau—( ) (amj)pl el_(ad" P

E. S. Tognetti (UnB) Controle de processos



Sumario

e Espago de estados

E. S. Tognetti (UnB) Controle de processos



Representacao em espaco de estados

@ Para o exemplo anterior considere ainda que as varidveis medidas sdo represen-
tadas por y, as manipuladas por m e os distlrbios por d e os estados por x,

dX1

b = gi(x1, x2, m1, My, dh)

J y = s(x1, x2, m1, my, d2)
X2

T = g2(x1, X2, m1, My, da)

@ Sistema linearizado na representacdo espaco de estados em tornode p = (X, o, w)
com X = (X1,%), O = (fm, M) e w = (di, do):

dxa/dt] _ [an  ar] [X n bii biz| [m 4 |e 6:1'1
di/dt| — |an  ax]| [*% bor ba| |2 €] |d

o E w

Xt
>
Xt
o)

Em que
P b B Y P L R I di —ds
Tle-x| T T m-m| " |k-d
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Representacao em espaco de estados
@ Em forma compacta

% =A%+ B+ EWw
y=Cx+Diu+ Fw
em que as matrizes jacobianas sdo dadas por
A {a_g} B- [6_g] E- [iﬂ e [@} D= [ﬁ} F- [ﬁ}
ox |5 oul; ow |; Ox]; Oul; ow |;

@ Pode-se também considerar
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Resposta no espaco de estados

@ Seja um sistema linear invariante no tempo

{)’((t) = Ax(t) + Bu(t) %o = x(0)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

@ A saida do sistema para uma condigdo inicial x(0) e uma entrada u(t) é dada
por

t
x(t) = e*x(0) + / =) Bu(r)dr
0

y(t) = Cx(t) + Du(t)

@ A resposta de um sistema com entrada nula x(t) = Ax(t) para uma condi¢do
inicial x(0) é dada por
x(t) = e*x(0)

@ A exponencial de matriz e* tem termos que s3o combinacdes lineares de seus
autovalores e respectivas derivadas. Se A tem um autovalor A\1 com indice n,
ent3o as entradas de e*! sio combinacdes lineares de {1, te*1f ... tmleMt)
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